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内 s 提 要 


本 书 为 分 形 几何 普及 教材 。 它 是 作者 在 中 国 科 学 院 研究 生 院 多 年 讲 
授 分 形 几何 的 讲稿 的 基础 上 ， 为 适应 广大 读者 需要 改编 而 成 的 。 本 书 富 
有 特色 ， 主 线 鲜明 ， 注 重 概念 ， 对 分 形 几何 的 基础 、 分 析 计 算 方 法 和 应 
用 实例 均 做 了 介绍 ， 内 容 并 不 局 限于 某 专业 ， 适 用 面 广 。 

本 书 语言 简练 ， 结 构 清晰 ， 突 出 介绍 了 许多 有 代表 意义 的 分 形 实例 
及 小 波 理论 在 分 形 中 的 应 用 ， 并 给 出 一 些 典 型 分 形 计算 程序 。 书 中 带 有 
习题 ， 可 以 方便 读者 自学 。 并 介绍 了 一 套 分 形 几何 软件 ， 读 者 可 到 书 上 
提供 的 网 站 上 下 载 。 本 书 可 供 高 等 院 校 大 学 生 、 研 究 生 学 习 参 考 ， 也 适 
合 对 分 形 理论 与 方法 感 兴趣 的 读者 阅读 。 
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复杂 性 一 直 是 各 种 学 科 面 临 的 共同 问题 之 一 。 

传统 科学 能 准确 地 预测 日 食 、 月 食 的 出 现 和 行星 的 碰撞 ， 但 科学 家 
们 也 同时 发 现 : 世界 上 没有 两 次 台风 的 途径 是 完全 一 样 的 ， 没 有 两 次 厄 
尔 尼 诺 现象 的 过 程 完 全 是 一 样 的 ， 也 没有 两 次 地 震 所 表现 出 的 前 兆 是 一 
样 的 。 事 物 本 质 上 的 复杂 性 问题 ,仿佛 到 了 20 世纪 末 才 被 人 们 重视 起 
来 。 传 统 科学 上 的 难题 ， 只 有 人 靠 不 断 创新 来 解决 。 

描述 复杂 现象 的 一 个 引 人 注 目的 动态 ， 就 是 分 形 几 何 的 出 现 。 复 杂 
现象 的 背后 往往 存在 着 一 些 简单 的 规律 ; 反 过 来 ， 利 用 简单 的 规则 ， 人 外 
加 一 些 灵 活 的 约束 ， 可 以 产生 出 万 花 简 般 干 变 万 化 的 复杂 现象 。 

由 Mandelbrot 这 位 奇才 倡议 的 分 形 几 何 ， 成 为 了 众多 学 科 的 热门 
话题 。 分 形 几何 像 一 个 魔术 师 ， 似 乎 给 众多 的 复杂 现象 找到 了 简单 的 普 
适 性 的 答案 。 于 是 ， 无 数 的 论文 、 专 著 、 期 刊 像 雪 片 般 问 世 了 ， 其 中 不 
乏 创 新 之 作 ， 但 也 混杂 了 不 少 赶 时 竖 的 作品 。 人 今天， 分形 几何 的 发 展 已 
不 像 前 10 年 了 ， 它 正 处 于 一 个 十 字 路 口 ， 有 可 能 发 展 ， 也 有 可 能 衰亡 。 
本 书 就 是 在 这 个 时 期 写 的 一 本 科普 教科 书 。 

已 经 出 版 了 许多 关于 分 形 的 书 ， 读 者 可 以 在 本 书后 的 参考 书目 中 找 
到 。 但 本 书 的 目的 ， 则 是 希望 在 深入 与 普及 、 发 展 与 衰亡 中 开辟 一 条 出 
路 ， 把 这 个 严肃 的 问题 提交 给 广大 读者 。 

自从 20 世纪 90 年 代 开 始 ， 我 在 中 国 科学 院 研究 生 院 (北京 ) 讲授 
了 “分 形 几 何 ” 的 研究 生 课程 。 由 于 不 断 更 新 讲稿 ， 文献 看 了 不 少 ， 同 
意 的 却 不 多 ， 自 行 其 是 ， 有 不 少 怪异 的 观点 。 如 果 说 一 本 书 也 有 其 关键 
词 的 话 ， 则 这 本 书 的 关键 词 一 是 分 形 与 演化 〈 选 代 函 数 与 各 种 演化 过 
#2); 二 是 有 限 样 本 的 统计 分 形 。 在 这 两 个 方面 ， 书 中 记录 了 我 在 研究 
工作 中 的 体会 和 教训 。 

1998 年 地 震 出 版 社 曾 出 版 了 《分 形 几何 学 》 一 书 ， 最 初 的 设想 是 
用 来 作为 研究 生 的 教材 和 参考 书 ， 但 实际 的 读者 面 则 远 远 超 出 了 研究 生 

“1. 


的 范围 ， 很 快 这 本 书 就 用 完了 。 这 次 出 版 ， 在 原来 的 基础 上 作 了 较 大 的 
改动 。 一 是 增加 了 本 书 的 可 读 性 ， 不 是 过 多 的 讲 数学 ， 而 是 突出 复杂 性 
中 的 物理 问题 ， 二 是 根据 最 近 几 年 的 学 科 进 展 ， 加 入 了 一 章 “ 小 波 理论 
及 其 在 分 形 研究 中 的 应 用 ”及 一 部 分 “分 形 和 计算 机 ”的 内 容 。 再 次 出 
版 《分 形 几 何 学 》 修 订 版 的 目的 ， 也 是 为 了 进一步 将 这 门 已 经 深入 到 各 
个 学 科 的 横断 科学 向 更 多 的 读者 推广 ， 使 各 个 学 科 相 互联 系 ， 互 相 推 
进 ， 将 分 形 与 其 它 学 科 的 发 展 紧密 联系 起 来 。 

罗 桂 纯 同 志 系 统 地 整理 了 全 书 的 文稿 和 插图 ， 改 绘 了 插图 和 和 更 新 了 
部 分 参考 文献 ; 李 娟 博士 提供 了 她 的 最 新 的 研究 成 果 ， 我 对 他 们 表示 襄 
心 的 感谢 。 

希望 这 本 小 书 对 于 广大 读者 研究 分 形 几 何 有 参考 价值 ， 也 欢迎 读者 
对 本 书 中 的 错误 和 不 足 之 处 提出 批评 与 建议 。 


Ho i 
2005 年 1 月 于 北京 
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第 一 章 ”分 形 和 分 维 


自然 界 大 多 数 的 图 形 都 是 十 分 复杂 而 且 不 规则 的 。 事实 上 关于 
自然 现象 的 复杂 性 ， 人 们 早 就 了 解 到 了 ， 从 古代 人 们 对 于 自然 现象 
的 描述 中 ， 很 容易 找到 这 种 描述 复杂 性 的 例子 。 中 国 藏族 10 世纪 的 
壁画 对 天 上 云彩 形状 的 刻画 (图 1.1) 和 日 本 早期 对 海浪 的 描述 (图 
1. 2) ， 都 充分 显示 了 人 们 对 自然 现象 复杂 性 的 认识 ， 传 统 的 几何 学 
习惯 用 一 些 简 单 而 规则 的 基本 元 素 ， 去 近似 地 代表 所 研究 的 对 象 。 
但 天 上 的 云 不 是 球状 的 ， 海 浪 也 不 是 简单 的 曲面 ， 传 统 的 几何 学 在 
绚丽 多 姿 的 大 自然 面前 就 显得 十 分 软弱 无 力 了 。 因 此 人 们 一 直 希 望 
能 找到 能 够 描述 这 些 复杂 现象 的 几何 工具 。 


Fw. 
图 1.2 日 本 传统 绘画 中 对 海浪 的 描述 


图 1.3 给 出 了 山脉 的 一 幅 照 片 。 同 样 ， 山 脉 的 形状 十 分 复杂 , 不 
同 的 山 有 不 同 的 形状 ， 名 们 都 不 是 能 用 简单 前 合营 形 就 可 以 代表 的 ， 
如 果 我 们 在 山脉 形状 复杂 多 样 性 的 背后 ， 再 深入 地 想 一 想 ， 为 什么 
会 有 这 么 多 复杂 的 形状 呢 ? 地 质 学 家 的 研究 表明 山脉 的 复杂 形状 是 
长 期 地 质 构造 运动 和 至 今 还 在 进行 的 侵蚀 作用 的 结果 ， 那 么 能 否 由 
POM UE 数字 规律 又 如 何 ? 


图 1.3 山脉 的 复杂 形态 


当然 ， 回 答 这 些 问 题 真是 太 难 了 。 大 多 数 人 都 会 认为 : 复杂 的 形状 
是 由 复杂 的 过 程 所 造成 的 ， 但 是 否 有 这 样 的 一 种 可 能 性 : 长 期 持续 
并 不 断 重 复 的 简单 过 程 也 可 以 产生 非常 复杂 的 形状 。 如 果 这 种 可 能 
性 存在 的 话 ， 用 以 找 述 复杂 性 的 分 形 几 何 学 与 用 以 解释 复杂 性 的 演 
化 过 程 就 发 生 了 联系 ， 几 何 学 与 动力 学 就 发 生 了 联系 。 本 书 前 几 章 
将 沿 着 这 样 的 线索 向 读者 介绍 分 形 几 何 学 。 首 先 我 们 仍然 回 到 传统 
欧 几 里 德 几 何 学 的 经 典 中 。 


1.1 欧 氏 几何 和 分 形 几何 


普通 的 几何 对 象 ， 具 有 整数 维 数 。 零 维 的 点 、 一 维 的 线 、 二 维 的 
面 、 三 维 的 体 ， 乃 至 四 维 的 “时 空 ， 是 人 们 熟知 的 例子 。 然 而 近 十 几 
年 来 ， 具 有 不 必 是 整数 的 分 维 (fractal dimension) 的 几何 对 象 一 一 分 形 
(fractaD) 引 起 了 人 们 的 广泛 注意 。 分 形 几 何 的 主要 价值 在 于 它 在 极端 有 
序 和 真正 混沌 之 间 提 供 了 一 种 中 间 可 能 性 。 分 形 最 显著 的 特征 是 : 本 
来 看 来 十 分 复杂 的 事物 ， 事 实 上 大 多 数 均 可 用 仅 含 很 少 参数 的 简单 公 
式 来 描述 。 

维 数 是 几何 对 象 的 一 个 重要 特征 量 。 直 观 地 说 ， 维 数 就 是 为 了 
确定 几何 对 象 中 一 个 点 的 位 置 所 需 的 独立 坐标 的 数目 ， 或 者 说 独立 
方向 的 数目 。 在 平 直 的 欧 氏 空间 中 ， 维 数 是 自然 的 。 地 图 上 的 点 有 
经 度 、 纬 度 两 个 坐标 ， 一 只 集装箱 有 长 、 宽 、 高 三 个 尺寸 ， 它 们 分 
别 是 二 维和 三 维 的 几何 对 象 。 欧 氏 几 何 中 的 这 种 维 数 就 是 拓扑 维 ， 
用 字母 4 表示。 整数 维 数 构成 了 欧 凡 里 德 几何 学 的 法 则 。 

现在 从 欧 氏 几何 维 数 定 义 作 进 一 步 的 推广 。 把 一 个 正方 形 的 每 
个 边 长 增加 为 原来 的 3 倍 ， 得 到 一 个 大 正方 形 ， 它 正好 等 于 3 一 9 个 
原来 的 正方 形 。 类 似 地 ， 把 一 个 立方 体 的 每 个 边 长 增加 为 原来 的 3 
倍 ， 就 得 到 3: 二 27 个 原来 大 小 的 立方 体 。 推 而 广 之 ， 一 个 d 维 几 何 
对 象 的 每 个 独立 方向 ， 都 增加 为 原来 的 ! 倍 ， 结 果 得 到 N 个 原来 的 
对 象 。 这 三 个 数 之 间 的 关系 是 性 = N， 读 者 不 难 验证 ， 对 于 欧 氏 几 
何 中 一 切 普通 的 几何 对 象 ， 这 个 简单 关系 都 是 成 立 的 。 现 在 把 这 个 

。3 。 


关系 式 两 边 取 对 数 ， 写 成 
—'nl (1. D 


ARO. 1) 定 义 的 拓扑 维 d 在 欧 氏 几何 中 都 是 整数 。 但 若 将 式 (1. 1) 
作为 维 数 的 定义 ， 对 其 不 加 以 取 整 数 的 限制 ， 我 们 则 向 前 完成 了 一 
次 “ 飞 上 跃 "。 下 面 把 这 样 推广 定义 的 维 数 称 为 分 维 ， 用 大 写字 母 DD 来 
表示 ， 


_ InN 
D= Ini 


(1.2) 
我 们 这 里 再 强调 一 下 关系 式 
Nep 
式 中 的 ! 是 变换 倍数 ， 我 们 可 以 把 它 看 作 是 函数 关系 中 的 自 变 基 ， 
而 N 是 得 到 的 结果 ， 它 是 自 变量 的 函数 ， 即 N= f(1)。 最 常见 的 函 
数 关 系 有 线性 关系 (图 1. 4(a))、 指 数 关系 (图 1. 4 COD RIURE dE KA 
(图 1.4(c)， 它 们 分 别 对 应 
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El 1.4 几 种 函数 关系 以 及 研究 这 些 函 数 关系 常用 的 坐标 系 
(a) 线 数 ，(b) 指数 ;(c) 宕 指数 函数 关系 ; (D 线性 坐标 系 ; 
Ce) 半 对 数 坐 标 系 ; Cf) 双 对 数 坐 标 系 


RP c, d 皆 为 常数 。 从 上 面 变换 时 的 讨论 可 知 ， 与 分 维 定义 有 关 的 
函数 关系 是 军 指 数 关 系 ， 简 称 窜 律 (power law)， 用 图 示 方 法 研究 线 
性 关系 、 指 数 关 系 和 和 寡 指数 关系 最 方便 的 坐标 系 分 别 是 线性 坐标 系 、 
半 对 数 坐 标 系 和 双 对 数 坐 标 系 (图 1. 4(d，e，f))。 当 我 们 研究 分 形 
与 分 维 问题 时 ， 最 经 常用 到 的 是 双 对 数 坐 标 。 


1.2 自 相 似 性 和 标 度 不 变性 


地 质 现 象 的 描述 ， 离 不 开标 度 。 对 一 些 地 质 现象 拍照 时 ， 一 定 
要 放 上 一 个 能 表示 尺度 大 小 的 物体 (作为 一 种 特征 尺度 )， 如 一 枚 硬 
币 ， 一 把 锤子 或 站 上 一 个 人 。 没 有 这 些 物 体 ， 很 难 确定 这 些 照片 反 
映 的 是 10 m 还 是 10 km 范围 的 现象 。 如 果 我 们 有 一 幅 关 于 岩石 海岸 
线 的 照片 ， 而 没有 表示 特征 长 度 的 物体 ， 如 一 棵 树 或 一 所 房屋 ， 那 
么 就 很 难 确定 照 片 是 从 多 高 的 地 方 拍摄 的 。 这 是 因为 海 嵌 线 具有 自 
相似 性 ， 即 将 海岸 线 的 一 部 分 放大 后 ， 它 与 原来 的 海岸 线 看 起 来 是 
相似 的 。 如 果 几 何 对 象 的 一 个 局 部 放大 后 与 其 整体 相似 ， 这 种 性 质 
就 叫做 自 相 似 性 (self-similarity)。 地 球 科 学 中 许多 现象 都 具有 自 相 
似 性 。1860 年 ，Rukin 在 一 本 书 中 写 道 :“ 当 观察 一 块 石头 时 ， 你 会 
发 现 它 像 一 座 缩微 的 山脉 。 大 自然 的 神 工 鬼 竹 ， 可 以 把 大 尺度 的 山 
脉 缩微 成 小 尺度 。 在 - 块 1 m 大 小 的 石 块 上 ， 你 可 以 找到 自然 界 中 
各 种 图 形 和 构造 的 变化 形态 。 石 块 上 的 苦 众 像 森 林 ， 唱 体 的 颗粒 像 
悬崖 ， 岩 石 的 表面 像 山 脉 ……” 当 观测 标 度 变化 时 ， 几 何 体 (或 集 
合 ) 的 许多 性 质保 持 不 变 。 这 种 标 度 不 变性 (scale invariant) 在 地 学 中 
也 经 常见 到 。 具 有 自 相似 或 标 度 不 变性 的 几何 对 象 ， 我 们 说 它们 是 
分 形 的 。 研 究 分 形体 的 数学 基础 是 测度 论 (measure theory) 和 公 度 拓 
扑 学 (metric topology). p WW BE ie £8 E 4 JÉ 5E X. CMandelbrot, 
1992) 难 于 被 不 熟悉 测度 论 的 人 理解 ， 并 且 在 实际 中 也 难于 应 用 。 而 
分 形 理论 的 英 基 人 Mandelbrot 给 出 了 更 易 理解 的 概念 。 下 面 给 出 的 
两 个 定义 ， 虽 然 不 够 精确 和 不 够 数学 化 ， 但 在 物理 上 易于 理解 。 
定义 1(Mandelbrot，1986) :部 分 以 某 种 形式 与 整体 相似 的 形状 
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叫做 分 形 。 

定义 2(Edgar，1990) : 分 形 集合 是 这 样 一 种 集合 ， 它 比 传统 几何 
学 研究 的 所 有 集合 还 要 更 加 不 规则 (irregular) ， 无 论 是 放大 还 是 缩小 ， 
甚至 进一步 地 缩小 ， 这 种 集合 的 不 规则 性 仍 是 明显 的 。 

分 形 (fractal) 一 词 是 从 拉丁 文 fractus 转化 而 来 的 。 它 的 原意 是 
“不 规则 的 、 支 离 破 碎 的 ”物体 ， 英 文字 典 中 出 现 fractal 一 词 是 
1975 年 以 后 的 事情 。 而 在 山西 五 台山 南山 寺 的 影壁 墙 上 的 碑文 (图 
1.5) 中 ， 早 在 清朝 时 代 就 有 了 “日 月 光明 ， 分 形变 化 ”的 语句 。 


图 1.5 山西 五 台山 南山 寺 的 影壁 上 的 诗句 
“当初 以 来 ， 混 元 一 气 ， 天 地 回 履 ， 日 月 光明 ， 分 形变 化 ……” 
南山 寺中 该 影壁 是 18 世纪 重修 的 


自然 界 的 许多 系统 、 现 象 和 过 程 都 具有 分 形 特征 。 比 如 星云 的 
分 布 、 海 岸 线 的 形状 、 山 脉 的 起 伏 、 地 震 、 河 网 水 系 分 布 、 济 流 、 
凝集 体 、 相 变 、 人 的 血管 系统 、 肺 膜 结 构 、 城 市 噪音 、 气 候 剧烈 变 
化 、 股 票 的 变动 等 等 。 其 复杂 形态 都 可 以 用 寡 指 数 函 数 的 D( 即 分 
维 ) 来 描述 。 今 天 ， 分 形 几何 学 已 成 为 描述 自然 界 ， 特 别 是 许多 不 规 
则 地 学 现象 的 有 力 工具 。 翻 开 任何 一 本 20 世纪 90 年 代 的 文献 目录 ， 
“分 形 ”两 字 频 繁 出 现 。 关 于 分 形 和 分 维 的 国际 讨论 会 每 年 至 少 有 好 
几 次 。 
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曼 德 尔 布 罗 特 (B. B. Mandelbrot, 1924— ) 
分 形 理论 的 创始 人 


Mandelbrot 1924 年 出 生 于 波兰 华沙 ; 
N 1936 年 他 全 家 移居 法 国 巴 黎 ; 经 历 了 二 战 
的 变 乱 与 动荡 ; 1948 年 在 帕 萨 迪 纳 获 航 空 
学 硕士 学 位 ; 1952 年 在 巴黎 大 学 获 数 学 博 
土 学 位 ; 曾 是 普林斯顿 、 上 日内瓦、 巴黎 的 访 
问 教授 ， pie ei te 
授 ，IBM 公司 的 研究 成 员 和 会 

在 Mandelbrot 时 代 ， Kap T 自然 界 大 多 数 的 图 像 都 是 
十 分 复杂 而 且 不 规则 的 ， 传 统 的 几何 学 在 绚丽 多 姿 的 大 自然 面前 
就 显得 十 分 软弱 无 力 了 。 人 们 一 直 和 希望 能 找到 描述 这 些 复杂 现象 
的 几何 工具 。 分 形 的 创立 也 是 基于 一 个 巧合 ， 颇 似 当 年 哥伦布 发 
现 美洲 新 大 陆 的 意外 收获 。Mandelbrot 原先 是 为 了 解决 电话 电路 
的 噪声 等 实际 问题 ， 结 果 却 发 现 了 几何 学 的 一 个 新 领域 。Mandel- 
brot 创造 了 分 形 几 何 学 ， 为 人 们 解决 了 这 个 困惑 已 久 的 问题 。 

1967 年 发 表 于 美国 《科学 》 杂 志 上 的 “英国 的 海岸 线 有 多 
长 ”的 划时代 论文 ， 是 他 的 分 形 思想 萌芽 的 重要 标志 ; 1973 年 ， 
ig 了 分 形 几何 学 的 整体 思想 ; 1975 年 ， 创造 了 fractal 一 

， 来 描述 他 所 研究 的 那些 不 规则 、 破碎 不 堪 、 不 光滑 、 不 可 
eke, ey 
Form, Chance, and Dimension)》 一 书 ; 1982 年 ， 他 的 又 一 著 
作 《 大 自然 的 分 形 几 何 (The Fractal Geometry of Nature)》 又 与 
读者 见面 ， 此 书 被 分 形 界 的 学 者 视 为 “圣经 ”。 

分 形 的 研究 ， 是 力图 以 数学 的 方法 ， 模 拟 自 然 界 存在 的 及 科 
学 研究 中 出 现 的 那些 看 似 无 规律 的 各 种 现象 。 在 过 去 的 几 十 年 里 ，A 
分 形 在 物理 学 、 材 料 科学 、 地 质 勘 探 乃 至 股价 的 预测 等 方面 都 得 
到 了 广泛 的 应 用 或 密切 的 注意 ， 并 且 由 于 分 形 的 引入 ， 使 得 一 些 
学 科 焕 发 了 新 的 活力 。 由 于 Mandelbrot 的 不 断 研究 、 持 续 努 力 和 
非凡 贡献 ， 分 形 理论 发 展 成 为 一 门 应 用 广泛 用 途 远大 的 学 科 。 
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1.3 Koch 曲线 


下 面 以 最 简单 的 Koch 曲线 来 说 明 什么 是 分 形 。 

平面 上 (4d 二 2) 有 一 单位 线段 (图 1.6(a))， 用 以 下 和 迭代 方法 造 出 
Koch 曲线 。 第 一 步 ， 将 单位 线段 分 成 三 等 份 ， 将 中 间 部 分 用 两 条 长 
1/3 的 折线 来 替代 (图 1.6 (005. 第 二 步 ， 将 图 1.6(b) 中 的 每 条 线段 三 
等 份 ， 中 间 的 一 段 用 长 1/3 的 两 条 折线 替代 ， 得 到 图 (1. 6(c)); 不 断 


(a) 


(b) 


(c) 


图 1.6 Koch 曲线 的 自 相似 特 征 
(a) 单位 线段 ，(b) 单位 线段 三 等 份 ， 中 间 一 段 用 与 其 长 庆 相 同 的 两 段 烷 代 ;，(〈c) 将 
(b) 得 到 的 图 形 中 的 线段 再 三 等 份 ， 中 间 用 与 其 长 度 相同 的 岗 条 
折线 替代 ; CD 不 断 重 复 以 上 和 迭代 作法 得 到 Koch 曲线 


重复 这 样 的 迭代 作法 ， 无 数 次 迭代 后 就 生成 了 具有 无 穷 多 弯曲 、 处 处 
连续 、 处 处 不 可 微 商 的 Koch 曲线 。 事 实 上 ，Koch di EA T€ REESE 
拟 雪 花 和 海岸 线形 状 的 数学 模型 (请 注意 : 上 述 数学 的 迭代 过 程 对 应 的 
是 物理 世界 中 的 一 种 演化 过 程 )。 

Koch 曲线 是 分 形 的 ， 因 为 它 是 自 相 似 的 。 自 相似 性 就 是 跨 尺 
度 的 对 称 性 。 它 意味 着 递归 ， 在 一 个 图 形 内 部 还 有 图 形 (pattern) 。 
从 图 1.6(d) 中 可 以 清楚 地 看 出 这 一 点 。 自 相似 性 指 的 是 把 要 考虑 
的 图 形 一 部 分 放大 ， 其 形状 与 整体 相同 ， 设 想 把 图 1. 6Cd) Koch 
曲线 区 间 [0，1/3] 中 的 图 形 放大 3 倍 ， 放 大 后 的 图 形 与 原来 的 曲线 
形状 完全 相同 。 把 区 间 [2/3，1j 放 大 3 倍 ， 也 会 得 到 同样 结果 。 虽 
然 区 间 [1/3，1/2]，[1/2，2/3] 的 图 形 是 倾斜 的 ， 但 是 把 它 放大 ， 
也 会 得 到 同样 的 结果 。 若 把 区 间 [0，1/9] 的 图 形 放大 9 倍 ， 同 样 也 
可 以 求 得 与 原来 相同 的 图 形 。 对 更 小 的 部 分 进行 放大 也 是 如 此 。 不 
论 多 小 的 部 分 ， 若 把 它 放 大 到 适当 大 小 ， 应 该 能 得 出 与 原来 相同 的 
HÉ. 

既然 Koch 曲线 是 分 形 的 ， 下 面 求 其 分 维 。 将 图 1.7 中 部 的 图 形 
放大 3 倍 后 ， 得 到 图 1. 7 下 部 曲线 ， 它 是 由 4 个 原来 的 图 形 组 成 的 ， 
因此 ，Koch 曲线 的 分 维 D 为 


在 第 n 步 迭代 时 ， 每 个 线段 的 长 度 为 (1/3)"， 一 共有 4" 个 这 样 

的 线段 。 因 此 ，Koch 曲线 的 长 度 在 第 nn 步 时 为 
L, = (4/3)" 

显然 当时 w>co，L, 一 co。 这 里 我 们 见 到 一 有 趣 的 结果 。 一 般 ( 欧 
氏 几 何 中 ) 物 体 的 长 度 与 测量 单位 无 关 。 对 于 镶嵌 于 平面 之 上 的 
Koch 曲线 ， 其 面积 SHE, 而 当 nn>oo， 长 度 Leo, BR, SM 
L 都 不 能 很 好 地 描述 Koch 曲线 这 样 的 分 形 ， 而 分 维 D= 1.26 恰好 
反映 了 这 种 曲线 的 不 规则 性 和 复杂 性 。D= ln4/ln3 是 它 不 规则 性 的 
度量 。 

下 面 是 产生 Koch 曲线 的 程序 代码 : 


图 1.7 Koch 曲线 的 自 相 似 性 
将 一 个 Koch 曲线 (中 部 ) 放 大 了 3 倍 后 ， 得 到 下 部 的 曲线 ， 遂 过 分 解 ， 
可 以 看 出 ， 放 大 的 曲线 是 由 4 个 原来 的 Koch 曲线 组 成 的 (上 部 ) 


产生 Koch 曲线 的 计算 机 迭代 算法 (Matlab) 
N=12; 

X-zeros(1, 2 (N+1)— 2); 
Y=zeros(1, 2 (N+1)—2); 
A=sart(1/3. 0) * Ccos(pi/6)) ; 
B= sqrt(1/3. 0) x Csin(pi/6)); 

Al—A; A2=B; A3=B; A4=—A; 
Bl—A; B2=—B; B3=—B; B4——A; 
hold on 
X(1)=0; 
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Y(1)=0; 

V=[0, 1, —0.05, 0.6]; 
axis( V) ; 

for M=1:N 


L2=2 (M 一 1); 

Ll1—L2* 24-1; 

L3—L1*2; 

for K=0: L2 
XX=X(L2+K); 
YY=Y(L2+K); 
X(L1+K)=Al x XX+A2* YY; 
Y¥(L1+K)=A3 * XX+A4* YY; 
X(L3—K) — Bl x XX+B2* YY--1— Bl; 
Y(L3—K)=B3 * XX+B4 * YY — B3; 
plot(X(LI1+K), Y(L1+K),’ . k’) 
plot(X(L3—K), Y(L3—K),’ .k’) 


end 
end 


hold off 


产生 Koch 曲线 的 计算 机 选 代 算 法 (Basic 语言 ) 


110” VON KOCH CURVE 


130  N-—12; PI-—3. 14159 


140 DIMX( (N+1)—2, Y (NT D-2) 
150 SCREEN 2, 0, CLS 

160 WINDOW (0, —2/3)— (1, 0) 

170 'VIEW(0, 0)—(599, 399) 


。 dl. 


190 A=SQR (1/3) x COS(PI/6) 

200 B=SQR (1/3) x SINCPI/6) 

210 Al=A: A2—B: A3=B; A4=—A 
220 BI=A: B2=—B: B3— —B; BA=—A 


240  X(00—0; Y(0)=0 
250 FORM=1 TON 


260 L2=2 (M—1)—-1; LI=L2*2+1, L3=L1 «2 
270 FORK=0 TO L2 

280 XX=X(L2+K): YY=Y(L2+K) 

290 X(LI-+K)=Al* XX+A2* YY 

300 Y(LI+K)=A3* XX-- A4 « YY 

310 X(L3—K)=Bl * XX-- B2 x YY 十 1 一 Bl 
320 Y(L3—K)=B3 * XX-- B4 * YY — B3 
330 PSET(X(L1+K), —Y(L1+K)) 

340 PSET (X(L3—K), — Y(L3—K)) 

350 NEXT K 

360 NEXT M 

370 END 


值得 指出 的 是 ， 从 原始 图 形 出 发 ， 依 照 上 面 程序 中 160 条 和 220 
条 的 规则 ， 就 可 以 生成 Koch 曲线 。 假 如 我 们 对 迭 加 规则 作 以 下 改动 
(程序 中 其 他 条 不 变 ): 

110’ FRACTAL BRANCH 

160 WINDOW (0, —1/3)— (1, 1/3) 

220 C=2/3: BI=C: B2—0, B3—0. B4—-—C 

有 兴趣 的 读者 运行 修改 后 的 程序 不 难 发 现 ， 生 成 的 图 案 是 如 
同 松柏 树枝 形状 的 图 形 。 松 柏树 枝 与 Koch 曲线 是 十 分 不 同 的 形 
R, 但 产生 这 些 图 形 的 计算 机 程序 却 几 乎 是 相同 的 ， 不同 的 是 
160 条 和 220 条 所 反映 的 生成 规则 不 同 。 这 种 生成 规则 ， 仿 佛像 
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遗传 密码 一 样 ， 可 以 生成 各 种 各 样 的 图 形 。 这 正 是 十 分 复杂 的 事 
物 (图 形 或 集合 ) 可 以 用 少数 简单 的 参数 (分 形 维 数 或 遗传 密码 ) 来 
描述 的 原因 。 

从 Koch 曲线 的 生成 ， 我 们 接触 到 一 个 重要 的 概念 ， 这 就 是 特征 
尺度 的 概念 。 一 般 的 研究 对 象 总 有 它 自 己 的 特征 尺度 ， 要 用 恰当 的 
尺度 去 测量 。 例 如 ， 当 我 们 研究 一 群 人 的 身高 时 ， 用 接近 于 平均 身 
高 的 尺子 作为 测量 单位 (例如 1 m) 显 然 是 合适 的 。 但 用 一 把 固定 的 尺 
子 去 测量 Koch 曲线 就 会 遇 到 困难 ，Koch 曲线 是 不 具有 特征 尺度 的 
几何 对 象 ， 无 论 用 1，1/2，1/n… 的 尺子 去 测量 它 ， 都 难以 得 到 它 的 
确切 长 度 。Koch 曲线 具有 无 穷 多 折线 ， 当 测量 尺子 的 尺度 越 来 越 小 
时 ， 新 的 结构 却 与 整体 结构 具有 同样 的 复杂 性 。 没 有 特征 尺度 ， 就 
必须 考虑 从 小 到 大 的 许多 尺度 (或 称 之 为 标 度 )， 这 种 无 标 度 性 的 核 
心 是 自 相似 ， 也 叫做 标 度 不 变性 ， 它 对 应 于 分 形 中 存在 着 的 层次 结 
构 (hierarchy)。 

从 传统 的 几何 学 出 发 ， 我 们 用 非常 简单 的 一 把 直 尺 去 研究 Koch 
曲线 ， 会 发 现 它 十 分 的 复杂 ， 它 包含 无 限 的 层次 结构 ， 用 什么 样 的 
尺子 都 很 难 测 量 它 ， 所 以 我 们 说 Koch 曲线 是 很 复杂 的 几何 对 象 。 从 
分 形 几 何 学 出 发 ， 我 们 用 一 个 看 起 来 很 复杂 的 测量 单位 一 一 一 个 小 
的 Koch 曲线 一 一 去 测量 Koch 曲线 ， 所 得 的 结果 却 十 分 的 简单 。 对 
比 以 上 两 种 情况 ， 欧 氏 几 何 用 简单 的 图 形 作 为 工具 ， 研 究 某 些 对 象 
时 发 现存 在 着 复杂 性 ;分形 几何 用 复杂 的 图 形 (恰恰 是 利用 自 相似 
性 ， 利 用 复杂 图 形 的 本 身 或 其 一 部 分 ) 做 工具 ， 研 究 复杂 对 象 时 得 到 
非常 简单 的 结果 。 由 此 可 以 看 到 ， 分 形 几 何 学 这 一 面 镜子 里 映照 出 
来 的 字 宙 是 粗糙 的 ， 思 西 不 平 的 。 长 空 霹雳 闪电 的 径 迹 之 所 以 有 意 
义 ， 并 不 是 它 的 方向 ， 而 在 于 它 分 布 的 曲 曲折 折 。 正 是 这 种 曲 曲折 
折 殖 含 着 绝 非 随机 ， 也 非 偶然 的 复杂 性 。 这 就 是 分 形 几何 学 所 要 求 
的 信念 ， 它 完全 不 同 于 欧 氏 几何 学 的 思想 。 
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科 赫 (Von Koch, 1870— 1924) 
— —Koch 曲线 的 创始 人 
' 瑞典 数学 家 ， 出 生 于 军人 家 庭 ，1887 年 
\ 着 入 斯 德 哥 尔 摩 大 学 ，1892 年 获得 数学 博士 
学 位 ， 为 泛 函 分 析 的 发 展 做 出 了 卓越 的 贡 
献 ， 在 纯 数学 理论 方面 取得 了 很 多 成 绩 。 
1904 年 ，Koch 将 雪花 理想 化 ， 并 与 数学 
相 结 合 ， 得 到 了 Koch 雪花 曲线 。 这 是 一 个 非 
常 有 趣 的 问题 ， 一 个 有 限 的 面积 却 有 无 限 的 
边 长 ， 这 为 以 后 很 多 学 科 的 发 展 提供 了 新 思路 和 新 方法 。1906 F, 
Koch 在 西班牙 国家 标准 上 发 表 了 一 篇 阐述 Koch 曲线 的 文章 ， 举 世 
闻名 的 Koch 曲线 从 此 被 创 生 。Koch 曲线 常用 作 模 拟 雪 花 和 海岸 线 
的 形状 。 当 迭代 次 数 无 穷 多 时 ，Koch 曲线 的 长 度 就 趋 于 无 穷 。 
Koch 曲线 使 人 们 感悟 到 科学 与 艺术 的 融合 ， 数学 与 艺术 审 
美 上 的 统一 ， 使 昨日 枯燥 的 数学 不 再 仅仅 是 抽象 的 哲理 ， 而 是 
具体 的 感受 ; 不 再 仅仅 是 揭示 自然 的 存在 ， 而 是 一 种 艺术 创作 ， 
搭 起 了 科学 与 艺术 的 桥梁 。 
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1.4. Cantor 集合 


严格 满足 自 相似 条 件 的 图 形 (例如 上 面谈 到 的 Koch 曲线 )， 我 们 称 之 
为 数字 分 形 ， 也 叫做 有 规 分 形 。 在 地 球 科学 和 物理 学 中 存在 的 分 形 ， 它 们 
的 自 相似 是 近似 的 或 统计 意义 上 的 ， 我 们 称 之 为 统计 分 形 ， 或 无 规 分 形 。 

现在 以 三 分 Cantor 集合 为 例 ， 说 明 数字 分 形 的 一 些 特点 。 如 图 
1.8 所 示 ， 把 线段 [0，1] 分 成 三 等 份 ， 把 中 央 的 部 分 [1/3，2/3] 去 
掉 。 接 着 ， 把 剩余 的 线段 [0O，1/3]，[2/3，1j 再 分 别 分 成 三 等 份 ， 
夫 掉 中 央 的 部 分 [1/9，2/9]，[7/9，8/9]。 这 种 作法 不 断 重复 下 去 ， 
图 1.8 给 出 了 第 6 级 的 情况 。 当 这 一 操作 反复 无 限 次 达到 极限 时 所 
剩 下 来 的 点 的 集合 ， 叫 做 Cantor 集合 。 从 上 面 讨 讨 可 知 ，Cantor 集 
。 14 。 
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图 1.8 共有 严格 自 相 似 性 的 三 分 Cantor 集合 


合 是 严格 自 相 似 的 ， 它 的 分 维 品 为 
D-1n2/1n3- 0. 6309 

关于 Cantor 集合 有 两 点 值得 强调 。 第 一 ， 以 上 三 分 Cantor 集合 
是 把 单位 线段 分 成 三 段 ， 舍 去 一 段 ， 保留 2 段 ， 不 断 重复 这 种 作法 
而 生成 的 。 倘 若 将 单位 线段 等 分 3: (& 是 任意 整数 ) 段 ， 保 留 2 段 
并 不 断 重复 这 种 作法 ， 也 可 以 得 到 一 个 分 形 的 Cantor 集合 ， 它 是 与 
三 分 Cantor 集合 不 同 的 集合 ， 它 的 分 维 D 

D-—]1n2' /1n3* —«In2/1n3- 0. 6309% 

与 三 分 Cantor 集合 相同 。 因 此 ， 不 同 的 分 形 图 形 可 以 具有 相同 的 分 
维 。 由 此 可 见 ， 分 维 虽 然 可 以 表征 分 形 的 基本 特征 ， 但 要 完全 确定 
地 描述 分 形 ， 目 前 意义 下 用 单一 参数 分 维 是 不 够 的 ， 需 要 用 多 
个 (甚至 无 穷 多 个 ) 参 数 来 描述 。 这 就 是 下 面 第 六 章 中 要 讲 的 多 重 分 
形 。 第 二 点 需要 强调 的 是 ， 数 学 分 形 经 常 是 用 来 解释 复杂 现象 的 简 
单数 学 模型 ， 仍 以 Cantor 集合 为 例 ，Cantor 集合 是 由 无 穷 多 个 点 组 
成 ， 相 邻 点 之 间 存 在 着 “ 空 区 ”， 如 果 把 单位 线段 看 成 是 时 间 轴 ， 每 
个 点 看 成 是 发 生 在 时 间 轴 上 的 一 次 “点 ”事件 ， 可 以 把 相 邻 事件 之 
间 的 “ 空 区 ”看 成 是 事件 的 间隔 时 间 At,。 从 图 1.8 最 下 方 的 Cantor 
集合 可 以 看 出 ， 存 在 着 各 种 大 小 的 Ato AWEH, H An 间隔 长 的 
“ 空 区 ”的 At, 数目 NCAGLZA At) An 之 间 存 在 着 寡 指 数 关系 ， 其 宪 指 
数 即 为 Cantor 集合 的 分 维 D， 即 
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N(At, > Aty OC At) P 
证 明 如 下 : 用 At 作 尺 子 去 测量 Cantor 集合 的 空 区 。 由 分 形 定 义 
可 知 长 为 At 的 空 区 数目 NCAD 5j Ai 之 间 的 关系 是 
NCAD9CCAD P 
4 nCAD IR EE BE YE CAt— st, AO LIBI ZS DOC EL. WA 


dNCAD 
dAt 


所 以 nCADOCCAD P^! 
于 是 


nC At) 一 


十 co 


N(at > Oto) = | condo oc (At)? 


由 图 1. 8 给 出 的 Cantor 集合 的 图 形 ， 可 以 看 出 Cantor 集合 在 线 
段 [0，1] 上 的 分 布 不 是 均匀 的 。 假 定 把 [0，、1] 想 像 为 是 一 时 间 轴 的 
话 ，Cantor 集合 代表 了 时 间 轴 上 发 生 的 无 限 多 个 “点 ”事件 ， 这 些 
“点 ”事件 之 间 的 时 间 间 治 服 从 手指 数 分 布 ， 它 提供 了 描述 自然 界 中 
许多 演化 过 程 的 一 种 有 用 的 数学 模型 。 分 形 的 创始 人 Mandelbrot 研 
究 了 电子 通讯 线路 中 出 现 误差 的 规律 ， 发 现 它 与 Cantor 集合 是 如 此 
相似 。 误差 是 一 簇 簇 不 连续 出 现 的 。 一 段 无 误差 的 通讯 之 后 紧 跟着 
一 段 有 误差 的 通讯 。 通 过 仔细 观察 ， 可 以 看 到 一 徐 簇 的 误差 段 中 仍 
含有 无 误差 的 有 段落， 如 此 下 去 ， 构 成 了 分 形 时 间 的 实例 。Mandel- 
brot 发 现 一 小 时 与 一 秒 的 不 同 水 平 上 无 误差 与 有 误差 段 的 比值 相同 ， 
是 一 常量 。 这 正 是 Cantor 集合 在 现实 中 的 一 个 典型 例子 。 因 此 Can- 
tor 集合 在 模拟 间断 性 时 是 不 可 缺少 的 工具 。 正 是 利 册 了 Cantor 集 
合 的 这 种 特性 ，Kagan 和 Knopoff(1981), Smalley 等 (1987) BB 
等 (1997) 分 别 构造 了 地 震 发 生 时 间 演 化 的 数学 模型 。 

从 Cantor 集合 ， 我 们 还 可 以 看 到 ， 一 种 复杂 图 形 ( 例 如 Cantor 
集合 )， 可 以 由 非常 简单 的 规则 (生成 规则 ) 经 过 持续 并 不 断 重复 的 迭 
代 过 程 (演化 过 程 ) 而 生成 。 这 种 简单 过 程 可 以 生成 复杂 图 形 ， 复 杂 
图 形 中 包含 着 简单 的 规则 ， 是 理解 和 应 用 分 形 几 何 的 核心 思想 。 我 
们 总 结 上 面 几 个 复杂 图 形 的 例子 ， 一 般 来 说 ， 可 以 把 复杂 图 形 的 生 
成 过 程 用 图 1. 9 来 表示 。 
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生成 规则 复杂 对 象 
(generator) (complex sets) 


图 1.9 复杂 图 形 的 一 种 生成 过 程 


以 三 分 Cantor 集合 为 例 ， 若 以 1 表示 存在 (保留 )， 以 0 表示 不 


存在 (去 掉 ) W: 
n=l 1 0 1 
n=2 101 000 101 


n=3 101000101 000000000 101 000 101 


不 难看 出 ，Cantor 集合 的 生成 原则 是 : 
0—0 0 0 


Cantor 集合 的 创始 人 


德 籍 俄国 数学 家 ， 出 生 于 俄国 彼得 斯 堡 的 
N 商人 家 庭 ，1856 年 举 家 迁 往 德国 。1862 年 进入 
苏黎世 工艺 学 校 攻 读数 学 ， 在 这 期 间 ，Cantor 
充分 展现 了 其 数学 天 赋 。1867 年 获得 博士 学 
位 ， 后 从 事 数 学 方面 的 教学 工作 ， 并 因 善 于 和 
别人 合作 与 交流 而 取得 了 很 多 的 成 绩 。 

从 1869 年 开始 ，Cantor 把 研究 方向 由 
数论 转向 数学 分 析 。1870 年 ， 解 决 了 当时 难 个 很 多 大 数学 家 的 
难题 一 一 三 角 级 数 问题 ， 并 在 无 理 数 、 代 数 等 方面 取得 巨大 成 
绩 。1872 年 发 明了 Cantor 集合 。Cantor 集合 是 严格 满足 自 相 似 À 
条 件 的 数学 分 形 图 形 ， 并 将 几何 学 与 集合 论 进行 了 完美 的 结合 。》 

Cantor 的 很 多 成 果 都 让 世人 惊奇 不 已 。 有 时 连 他 自己 都 会 说 : A 


1.5 Sierpinski # 4 


波兰 数学 家 Sierpinski 于 1916 年 提出 了 一 种 分 形 生成 方法 
(Mandelbrot, 1982), 

从 一 等 边 三 角形 开始 进行 迭代 操作 : 将 其 4 等 份 ， 去 掉 中 心 的 
那 部 分 (图 1. 10)， 无限 重复 这 种 操作 ， 最 终 所 得 的 极限 图 形 叫 做 Si- 
erpinski 热 片 。Sierpinski 垫 片 是 如 此 的 完美 ， 著 名 的 巴黎 埃菲尔 铁 
塔 正 是 以 它 作 为 平面 图 。 虽然 铁 塔 并 没有 把 分 形 进行 到 无 穷 ， 但 是 
它 已 经 体现 了 这 项 工程 的 精采 ， 即 在 不 损害 结构 强度 条 件 下 完成 了 
重力 的 转移 。 


图 1.10 生成 Sierpinski 热 片 的 基本 作法 


如 果 从 一 正方 形 开始 ， 将 其 9 等 份 ， 去 掉 中 心 那 部 分 (图 1. 11) ， 
不 断 重复 这 种 迭代 过 程 ， 最 终 得 到 的 是 Sierpinski HE. 

在 三 维 图 形 中 与 上 述 相 似 的 作法 是 Menger (Menger, 1928, 
1943) 提 出 来 的 ， 将 一 单位 立方 体 等 分 成 边 长 为 子 的 27 个 小 立方 体 ， 
去 掉 各 面 中 心 的 6 个 小 立方 体 以 及 正中 心 的 那个 小 立方 体 ， 保 留 剩 
下 的 20 个 小 立方 体 ， 不 断 重 复 这 个 过 程 ， 最 后 得 到 的 极限 图 形 就 叫 
做 Menger 海绵 。 显 然 ，Menger 海绵 的 分 维 


。18 。 


EE M B BÓ NI M BM NI m Hn =: 
第 三 步 第 四 步 
图 1.11 生成 Sierpinski Hh $k AY SEAS ERE 
D= In20 2, 7268 
In3 
-< 和 一 一 


图 1.12 Menger 海绵 


Menger 海绵 可 以 用 来 作为 模拟 岩石 结构 的 数学 模型 。 从 表 观 上 
看 ， 海 绵 立 方块 是 一 个 立方 体 ， 是 三 维 的 。 但 它 是 以 某 一 构造 为 基 
础 而 规则 形成 的 许多 孔洞 的 高 度 无 序 结构 。 假 定 最 初 单位 立方 体 的 
密度 是 nm ， 不 难 计算 出 经 过 nn 次 迭代 后 生成 的 图 形 的 平均 密度 是 


M n 一 co 时 
这 表明 ，Menger 海绵 的 质量 (或 体积 ) 为 零 。 即 在 一 定 压力 下 它 能 压 实 


在 一 个 平面 上 ， 这 时 就 是 二 维 的 。 这 说 明 ， 从 表 观 看 上 去 充实 的 立方 
a J « 


体 实际 上 是 部 分 充实 的 三 维 结构 ， 其 真实 维 数 大 于 2. 0 而 小 于 3. 0。 所 
以 可 以 说 ， 经 典 几何 的 整数 维 数 只 能 反映 物体 的 表 观 现象 (立体 是 三 维 
89. 平面 是 二 维 的 )， 而 分 形 维 数 才 能 刻画 物体 的 内 在 特性 。 

岩石 材料 的 结构 非常 类 似 于 海绵 体 ， 它 包含 了 大 量 不 同 大 小 ( 即 
不 同 层次 ) 的 孔 辽 和 微 裂纹 , 它 具 有 分 形 结构 。 涯 石 的 变形 、 断 裂 、 
和 孔 际 率 、 渗 透 率 、 密 度 及 其 物理 力学 性 质 均 应 具有 分 形 特征 。 大 量 
的 实验 结果 已 证 实 了 这 个 思想 ( 谢 和 平 ，1994)。 

值得 一 提 的 是 ， 在 数学 中 有 与 Sierpinski 垫 片 十 分 相似 的 情况 ， 
这 就 是 二 项 式 展开 系数 的 分 布 。 我 们 称 

a+r)" =a taet t a,r" 

展开 式 的 系数 a, as a, 为 二 项 式 展开 系数 。 早 在 13 世纪 的 
《 九 章 算术 》 中 ， 中 国人 就 给 出 了 二 项 式 系 数 分 布 (图 1. 13). 

1654 年 ， 法 国 数学 家 Pascal 仔细 研究 了 由 (1 十 x)" 展开 系数 组 
成 的 这 个 三 角形 ,发现 它 具有 很 多 重要 的 特征 ,于 是 ,人 们 常 称 这 


E 2 X x jk os 


Æ 1.13 1303 年 的 《 九 章 算术 》 中 的 二 项 式 系数 图 
图 中 给 出 了 前 8 行 的 二 项 式 系数 。 国 外 也 称 为 Pascal 三 角形 
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些 三 角形 为 Pascal 三 角形 (图 1.14, 图 1.15， 图 1.16)。 


$e 


SN 


图 1.14 Pascal 三 角 图 1.15 将 了 Pascal 三 角形 中 
形 前 8 行 ， 用 阿拉 所 有 的 奇数 涂 黑 ， 得 到 
伯 数 字 表 示 的 黑 - 白 颜色 三 角形 


图 1.16 由 Pascal 三 角形 行 前 16 行 ，32 行 和 64 行 得 到 的 黑 - 白 三 角形 
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每 一 
演化 而 成 的 。 现 假定 一 系统 的 初始 状态 如 图 1. 17 的 第 一 行 所 2 


细胞 自动 


角形 是 用 动力 学 中 的 


在 图 1.17 中 ， 
角形 就 生成 了 ， 


ix di Pascal 


人 工 智能 的 模型 去 研究 动力 学 过 程 ， 细 


一 些 
个 细胞 一 白 一 黑 ( 其 和 为 奇数 )， 


练习 一 下 ， 一 幅 Pascal 


态 细胞 的 颜色 取决 于 上 一 状态 它 左 、 右 两 个 细胞 的 状 


的 。 值 得 注意 的 是 : 


一 状 
若 左 、 右 两 
形 


下 
若 左 、 右 两 个 细胞 都 是 白 的 或 都 是 黑 的 (其 和 为 偶数 )， 


近年 来 ， 人 们 常用 
胞 自动 机 CCellular Autornta) 就 是 其 中 一 种 。 


不 妨 用 图 1. 17 
似 分 


AN 


机 的 核心 思想 是 下 一 时 刻 的 状态 是 由 上 一 时 刻 的 状态 按照 某 些 规则 


代表 一 个 时 刻 ， 下 面 的 一 行 则 代表 下 一 时 刻 ， 依 此 类 推 。 


有 一 个 黑 细 胞 (代表 奇数 )， 


所 
态 : 
是 白 的 ; 
读者 
自 相 
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行 的 状态 ) 。 依 次 演化 下 去 ， 


最 终 得 到 的 演化 史 的 图 案 恰 是 一 幅 Sierpinski 4 Fr 


用 一 简单 的 细胞 自动 机 进行 动力 学 过 程 的 演化 


最 上 上 面 的 一 行 代表 初始 状态 ， 演 化 的 规则 见 图 右 下 方 的 插图 。 读 者 不 难 根据 这 种 


图 1.17 


规则 生成 下 一 时 刻 系统 的 状态 ( 即 图 中 第 
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细胞 自动 机 模型 生成 的 ， 而 其 形状 与 Sierpinski 垫 片 完全 一 样 ， 由 此 
可 以 看 到 动力 学 与 分 形 几 何 学 之 间 存 在 着 某 种 内 在 联系 。 


Waclaw Sierpinski( 1882 — 1969) 


Sierpinski 热 片 的 创始 人 

波兰 数学 家 ，1882 年 出 生 于 波兰 华沙 。 
毕业 于 华沙 大 学 数理 学 院 。1908 一 1914 年 任 
教 于 利 沃 夫 大 学 ，1914 一 1917 年 任教 于 莫 斯 
科大 学 。 一 战 结束 后 ， 返 回 华沙 大 学 ， 并 终生 
任职 于 此 。 曾 获得 十 个 学 校 的 荣誉 博士 学 位 。 
1949 年 开始 担任 波兰 科学 院 的 副 院 长 。 

1914 年 在 莫斯科 大 学 时 就 致力 于 集合 论 ， 
并 构造 了 Sierpinski 热 片 ， 为 分 形 几 何 学 的 发 展 做 出 了 巨大 贡 
献 。 天 才 数 学 家 将 数学 与 艺术 相 结 合 。Sierpinski 热 片 是 如 此 的 
完美 ， 著 名 的 巴黎 埃菲尔 铁塔 正 是 以 它 作 为 平面 图 。Sierpinski 
热 片 的 原理 被 广泛 运用 到 现代 建筑 中 。 

其 实在 Sierpinski 之 前 ， 在 数学 中 已 经 有 了 与 Sierpinski # 
片 十 分 相似 的 情况 ， 这 就 是 二 项 式 展开 系数 的 分 布 。 早 在 1303 
年 的 《 九 章 算术 》 中 ， 中 国人 就 给 出 了 二 项 式 系数 分 布 一 一 杨 
3€ = ff. 1654 年 ， 法 国 数 学 家 Pascal 仔细 研究 了 由 (1 十 X)" 展 g 
开 系数 组 成 的 三 角形 。 将 Pascal 三 角形 中 所 有 的 奇数 涂 黑 ， 得 N 
到 的 黑 一 白 三 角形 ， 其 形状 与 Sierpinski 垫 片 十 分 相似 。 

Sierpinski 的 最 突出 的 成 绩 还 有 集合 论 、 拓扑 学 和 数论 ， 一 1 
生发 表 的 论文 超过 700 篇 ， 论 著 超过 50 本 。 


1.6 能 充满 整个 平面 的 曲线 


意大利 数学 家 Peano(1890) ， 受 到 伊斯兰 教 地 区 发 现 的 许多 图 案 的 
启发 ，1890 年 提出 了 一 种 平面 的 曲线 ， 它 能 充满 整个 平面 (plane- 
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filling)。 后 来 又 发 现 了 这 种 曲线 的 许多 种 变化 ， 为 了 纪念 Peano， 人 们 
习惯 把 这 种 能 充满 整个 平面 (plane-filling) 的 曲线 统统 称 为 Peano 曲线 。 

回顾 我 们 所 举 的 几 个 分 形 的 例子 ，Koch 曲线 是 无 限 长 的 ,但 它 
只 局 限于 有 限 的 面积 之 中 ;Cantor 集合 包含 了 无 穷 多 个 点 , HEM 
长 度 为 0 Menger 海绵 的 表面 积 无 穷 大 ,但 它 只 占 中 一 定 的 三 维 空 
间 ， 而 且 实 际 体积 趋 于 0; 进一步 考察 Pean 曲线 ， 我 们 同样 会 惊奇 
的 发 现 ， 这 些 曲线 的 长 度 趋 于 无 穷 ， 但 它们 的 面积 却 不 会 随 着 和 迭代 
过 程 的 进行 而 无 穷 增 大 下 去 。 有 趣 的 是 ， 自 然 界 中 如 此 精细 的 结构 
比比 丝 是 ， 人 们 最 熟悉 的 例子 就 是 人 体 自身 。 人 的 循环 系统 将 巨大 
的 面积 挤 人 有 限 的 体积 之 中 ， 分 形 的 血管 分 布 得 如 此 之 广 ， 以 致 在 
大 多 数组 织 中 ， 没 有 一 个 细胞 与 血管 相距 超过 四 个 细胞 ( 卢 倪 等 ， 
1991)。 可 是 血管 和 血液 只 占 极 少 的 空间 ， 不 超过 身体 的 5%。 正 如 
同 Mandelbort 所 说 的 ， 莎 士 比 亚 名 剧 《 威 尼斯 商人 》 中 说 荐 下 一 磅 
内 是 不 能 不 流血 ， 其 实 ， 害 下 一 毫克 肉 也 要 流血 的 ! 分 形 的 本 质 所 
设计 的 奇妙 结构 更 使 得 表面 积 比 一 片 网 球场 的 面积 还 要 大 的 人 肺 压 
缩 于 最 小 的 体积 之 中 ， 使 人 获得 最 大 限度 的 吸取 氧 的 能 力 ( 吸 氧 能 力 
与 肺 的 表面 积 成 正比 )。 正 是 分 形 结 构 的 这 种 有 限 与 无 限 的 对 应 关系 
启发 了 Ruelle 和 Takens(1971) ， 最 终 使 他 们 证 明了 用 于 描述 类 似 于 
汕 流 这 类 混沌 的 动力 系统 状态 的 吸引 子 轨道 的 存在 性 ， 从 而 完成 了 
那 篇 发 表 于 1971 年 在 混沌 动力 学 研究 史上 起 着 举足轻重 地 位 的 论 
文 :“On the Nature of Turblence”( 消 流 的 本 质 ) 。 

为 了 叙述 Peano 曲线 的 生成 过 程 ， 我 们 引用 L 语言 (Peitgen 等 ， 
1992) 令 : 

F 代表 从 茶点 前 进 一 个 步 长 (为 简单 计 ， 假 定 所 有 的 步 长 都 相 
等 ;， 这 样 就 在 平面 上 画 出 了 一 条 长 度 为 /的 线 。 

十 代表 从 某 点 向 左 转 90"( 转 的 角度 也 可 以 不 是 99， 而 是 一 个 特 
定 设置 的 值 ， 但 我 们 这 里 只 讨论 90 的 情况 ) 。 

一 代表 从 某 点 向 右 转 90 。 

图 1. 18 是 Peano 曲线 的 生成 过 程 ， 原 始 状 态 是 从 一 点 向 前 走 一 
步 ， 生 成 原则 为 : 第 一 次 迭代 时 ,下 生成 原则 变 为 
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原始 状态 F 一 次 选 代 ，FF+F+F+FF+ 
F+F-F 


TRIER 
1.18 Peano 曲线 前 三 次 的 迭代 过 程 以 及 其 生成 过 程 的 Li 语言 表示 


F—>FF 十 F 十 F 十 FF 十 F 十 F 一 F 
我 们 也 可 以 将 这 生成 原则 改 为 
下 一 王 十 下 一 下 一 下 一 了 十 下 十 生 十 下 一 下 
前 者 在 计算 机 上 使 用 起 来 较为 方便 。 

能 够 充满 整个 平面 的 曲线 ， 除 了 Peano 曲线 外 还 有 许多 ， 图 
1. 19 给 出 其 中 的 几 个 例子 ， 有 兴趣 的 人 不 妨 用 世 语 言 写 出 它们 的 生 
成 原则 来 。 

本 章 引 进 了 分 形 、 分 维 、 自 相似 特征 长 度 和 朝 律 等 许多 概念 。 
为 了 说 明 这 些 新 的 概念 ， 列 举 了 许多 经 典 分 形 的 例子 ， 如 Cantor 集 
合 (1872) Peano 曲线 (1890)，Koch 曲线 (1906) 和 Sierpinski 垫 片 
(1916) 等 。 早 期 ， 数 学 界 认为 他 们 提出 的 这 些 几 何 图 形 是 一 些 怪 物 ， 
但 也 承认 在 数字 的 研究 领域 中 确实 存在 着 一 些 类 似 于 怪物 的 图 形 。 
本 章 引 进 这 些 经 典 的 分 形 例子 ， 意 义 则 完全 不 同 ， 它 们 所 固有 的 复 
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(a) (b) 


(c) (d) 


图 1. 19 一 些 能 充满 整个 平面 的 曲线 
(a) 另 一 种 Peano 曲线 (1890); (b) Hilbert 曲线 (1891); (c) Sierpinski 
图 形 的 平面 网 格 近 似 ; (d) 另 一 种 充满 平面 的 曲线 


杂 特 征 ， 恰 恰 代表 了 自然 界 许多 对 象 所 具有 的 普 适 性 。 它 们 提出 了 
与 传统 欧 氏 几何 完全 不 同 的 另 一 种 思维 方式 ， 例如， 利用 一 个 与 几 
何 对 和 象 自 相似 的 “尺子 ”来 研究 所 谓 复杂 现象 时 ， 我 们 惊奇 地 发 现 ， 
看 起 来 十 分 复杂 的 对 象 中 竟然 蕴藏 着 如 此 简单 的 规律 ， 归根结底 ， 
“分 形 ” 这 个 词 已 经 立足 于 词 林 之 中 。 用 以 描述 、 计 算 、 思 考 那 些 不 
规整 而 又 支离破碎 的 结构 一 一 从 雪花 的 结晶 线条 到 银河 系 中 不 连续 
的 灰尘 。 分 形 已 成 为 模拟 复杂 自然 界 的 一 条 新 的 途径 。 


附录 分 形 几 何 学 研究 中 的 一 些 重 要 事件 


(1) 复杂 不 规则 的 几何 对 象 
1872 42, Cantor 集合 (Cantor，1872) 
。26 。 
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1895 年 : 处 处 连续 、 处 处 不 可 微 商 的 Weierstrass 曲线 (Weier- 
strass, 1895) 

1906 42; HBA z (Perrin, 1906) 

1906 4£. Koch 曲线 (Von Koch, 1906) 

(2) 标 度 律 

1919 Æ: 复杂 几何 对 象 的 Hausdorff 维 (Hausdorff，1919) 

1951 Æ: 研究 尼罗河 的 Hurst 定律 (Hurst，1965) 

1954 年 ， 地震 震级 分 布 的 Gutenberg-Richer 关系 CGutenberg 
and Richter, 1954) 

(3) 分 形 

1975 ^£; Mandelbrot 引入 英 文 的 “分 形 ” 一 词 ，2 年 后 出 版 他 
的 “Fractals: Form，Chance and Dimension” 一 书 

1982 年 ， 分 形 应 用 于 生态 学 (Hasting et al. ) 和 积 云 物 理学 
(Lovejoy, 1982), Mandelbrot 出 版 “The Fractal Geometry of Na- 
ture" 

1986 4&, HARAM IS (Barnsley and Denko, 1986) 

1991 ^E. 英国 Pergman 出 版 社 创 办 了 《Chaos，Soliton and 
Fractal》 的 国际 学 术 刊 物 

1993 Æ: HIREA PH ELE (Fractals) Akay 

1994 年 ， 分 形 的 创始 人 Mandelbrot 70 HR, Sox HAMN 
坡 的 《Fractals》 杂 志 专 刊 出 版 

1998 年 : 在 Valletta(Malta) 举 办 了 “分 形 98 年 会 议 ”(5th In- 
ternational Multidisciplinary Conference), ， 讨 论 了 混沌 、 分 形 和 非 线 
性 信号 处 理 

2003 年 ,在 Friedrichroda (German) 召开 了 “第 三 届 分 形 几 何 
和 推测 学 国际 会 议 ” 

2004 42; 在 Vancouver (Canada) 召开 了 “分 形 2004 年 会 议 ” 
(8th International Multidisciplinary Conference), ERIE: 自然 界 的 
复杂 性 与 分 形 

1993~2004 年 ， 国 家 自然 科学 基金 重视 “复杂 性 与 分 形 论 ”的 
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研究 ， 设 立 专 项 资助 ,面向 不 同 复杂 系统 的 研究 对 象 

(4) 分 形 和 动力 学 

1981 年 ，Witten 和 Sander 提出 DLA 模型 (Diffusion-Limited- 
Aggregation; Witten and Sander, 1981) 

1984 年 : 发 现 分 形 与 动力 学 吸引 子 的 关系 (Hentschel and Pro- 
caccia, 1984) 

1984 4E. 细胞 自动 机 模型 (Wolfram，1984) 

1988 年 ，Bak，Tang 和 Weisenfeld 提出 自 组织 临界 现象 (Bak 
and Tang, 1988) 

1990 Æ: 伯 克 得 到 广义 维 数 的 上 下 界 和 极限 及 多 重 分 形 的 均匀 
性 量度 (C. Beck, 1990) 

1991 年 : 科 维 克 等 引入 双 变 量 和 迭代 系统 ， 最 大 特征 值 和 吉 布 斯 
势 导 出 维 数 、 粹 、 李 雅 普 洛 夫 指 数 ， 提 供 了 对 多 重 分 形 相 变 分 类 的 
一 般 方案 (2Z. Kov. acs, 1991) 

分 形 几 何 学 目前 用 于 从 研究 宇宙 的 起 源 和 结构 到 地 震 的 分 布 ， 在 
这 样 广阔 的 研究 领域 内 ， 研 究 论文 数目 逐年 快速 增加 ， 涉 及 分 形 的 各 
种 专题 讨论 会 已 近 百 次 。 新 思想 、 新 方法 也 大 量 涌现 ， 不 断 地 充实 和 
完善 着 分 形 几 何 学 的 研究 内 容 ， 使 其 越 来 越 成 为 可 与 传统 的 欧 氏 几何 
学 并 驾 齐 驱 的 一 种 探索 大 自然 奥秘 的 新 手段 。 
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1. 什么 是 分 形 和 分 维 ， 试 举 一 例 说 明 ? 

2. 用 下 列 迭 代 方 式 产 生 分 形 : 

(a) 将 线段 [0,1] 三 等 份 ， 去 掉 中 间 的 一 段 (Cantor RG, KE 
L=?); 

(b) 将 等 边 三 角形 三 边 中 点 联 线 ， 等 分 4 份 ， 去 掉 中 间 的 三 角形 
(Sierpinski 热 片 ， 面 积 S 一 ?); 

CO 将 立方 体 等 分 为 27 块 ， 去 掉 各 面 中 心 以 及 体积 中 心 的 7 小 
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块 ， 保 留 20 个 小 块 (Sierpinski 海绵 ， 面 积 S=? 体积 V=?); BM 
这 些 迭 代 过 程 的 前 3 级 图 形 ， 计 算 分 形 的 分 维 。 可 能 的 话 ， 计 算 该 
分 形 的 长 度 工 ， 面 积 S 和 体积 V。 

3. 在 单位 正方 形 面积 上 等 分 成 中 个 小 正方 形 ， 去 掉 其 中 m 
QU Sm+1, LAm 丝 为 正 整 数 )， 然 后 对 保留 的 小 正方 形 重复 以 上 过 
程 ， 证 明 所 得 到 的 分 形 的 分 维 : 


In CZ — m) 
ind 


A. 平面 上 的 二 维 Cantor 集合 是 由 两 个 一 维 Cantor 集合 相互 垂直 
而 构成 ( 见 图 1. 20) ， 证 明 其 维 数 是 一 维 Cantor 集合 的 2 倍 ， 即 


D 


n= n=] n=2 
图 1.20 平面 上 的 二 维 Cantor 集合 (前 两 级 ) 


5. 运行 本 章 中 给 出 的 产生 Koch 曲线 的 程序 。 
若 对 该 程序 的 核心 部 分 (有 人 和 璧 论 为 遗传 密码 ) 作 修改 : 
110 FRACTAL BRANCH 
160 WINDOW (0, —1/3—(Q, 1/3) 
220 C=2/3: BI=C; B2=0; B3=0; B4=—C 
这 时 会 产生 什么 样 的 分 形 ， 运 行 修改 后 的 程序 并 观察 之 。 
6. 假定 单位 线段 第 一 次 迭代 后 变 为 类 似 于 Koch 曲线 的 生成 ， 
图 1. 21 左 方 的 图 案 ， 试 说 明 这 种 迭代 方式 生成 的 最 终 图 案 是 分 形 的 
(图 1. 21 右 方 )， 并 分 别 计算 其 分 维 。 
7. 证 明 图 1. 22 所 示 和 迭代 过 程 生成 分 形 图 形 的 分 维 
D-1g6/1g3 
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图 1. 21 
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图 1. 22 
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第 二 章 ”分 形 的 原因 
一 一 相互 作用 、 反 馈 和 迭代 


研究 分 形 图 形 的 复杂 性 时 ， 总 是 要 讨论 形成 这 种 复杂 性 的 原因 ， 
也 就 是 说 ， 必 然 要 涉及 到 动力 学 的 问题 。 我 们 知道 ， 山 脉 的 形状 是 
十 分 复杂 的 ， 无 法 用 简单 的 圆锥 形 等 几何 元 素来 描述 。 正 因为 山脉 
的 千姿百态 ， 形 状 各 异 ， 因 而 使 人 们 能 够 充分 发 挥 想像 力 ， 将 山脉 
比喻 成 各 种 各 样 美 好 的 事物 。 于 是 “神女 峰 ”、“ 莲 花 峰 ”、“ 天 柱 峰 ” 
等 优美 的 名 称 以 及 与 之 相关 的 许 许 多 多 美妙 的 传说 故事 就 应 运 而 生 ， 
不 断 流传 下 来 。 但 是 在 山脉 形状 复杂 多 样 性 的 背后 ， 人 们 不 仅 要 问 : 
为 什么 会 有 这 人 么 多 的 复杂 形状 呢 ? 地 质 学 家 的 研究 表明 ， 山 脉 的 形 
状 是 长 期 地 质 构造 运动 和 至 今 仍 在 进行 的 侵蚀 作用 的 结果 。 那 么 能 
否 由 形状 的 复杂 性 推断 出 产生 这 种 复杂 形状 的 动力 学 过 程 ? 数学 规 
律 又 为 何 ? 当然 ， 回 答 诸 如 此 类 的 问题 是 十 分 困难 的 。 大 多 数 人 都 
会 认为 : 复杂 的 形状 是 由 复杂 的 动力 学 过 程 所 造成 的 。 是 否 真 是 如 
此 呢 ? 

在 第 一 章 中 ， 通 过 大 量 数学 分 形 的 例子 ， 我们 已 经 看 到 : 简单 
的 生成 规则 在 无 限 次 迭代 过 程 之 后 ， 可 以 生成 极为 复杂 的 分 形 图 形 。 
本 章 中 ,我 们 要 用 动力 学 的 语言 ， 再 次 讨论 这 一 主题 。 

最 简单 的 动力 学 模型 共有 三 个 要 素 ; 输入 (IN) 、 输 出 (OU) 和 动 
力学 的 作用 规律 (PU)。 图 2.1 给 出 了 一 个 最 简单 的 动力 学 模型 示 
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Cx) —[w ]— C9» 


图 2.1 最 简单 的 动力 学 模型 
IN=# A; OU= 输 出 ，PU= 作 用 规律 
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早期 ， 人 们 最 熟悉 的 动力 学 理论 ， 莫 过 于 牛顿 力学 了 ， 对 于 和牛 

顿 力学 来 说 ，PU 即 为 牛顿 定律 ; 
F-ma 

下 是 作用 在 物体 上 的 力 ， 通 常 是 作为 动力 学 系统 的 输入 ; a 是 受到 作 
用 力 后 物体 产生 的 加 速度 ， 通 常 认 为 是 系统 的 输出 ; 而 作用 规律 : 
F—ma 代表 了 系统 作用 规律 的 线性 关系 ， 即 当 输 入 增加 倍 时 ， 输 
出 也 相应 增加 倍 ， 输 出 与 输入 之 间 没 有 相互 作用 。 这 种 动力 学 模 
型 的 核心 思想 是 ( 原 ) 因 和 ( 结 ) 果 的 一 一 对 应 关系 。 以 牛顿 力学 为 代 
表 的 这 种 线性 动力 学 模型 已 成 功 地 应 用 了 300 多 年 ， 它 能 够 解释 许 
许多 多 的 自然 现象 。 但 当 讨 论 分 形 的 产生 过 程 时 ， 我 们 却 不 能 再 采 
用 这 种 线性 模型 ， 必 须 代 之 以 一 种 非 线性 的 、 有 相互 作用 的 非 线性 
模型 。 


2.1 相互 作用 一 一 反馈 和 和 失 代 


系统 内 部 存在 着 相互 作用 的 事实 ， 人 们 早 就 有 所 认识 。 就 地 球 
系统 而 言 ， 它 包括 大 气 圈 、 水 圈 、 岩 石 加 和 生活 在 其 中 的 生物 圈 。 
各 个 圈 层 之 间 存 在 着 相互 作用 ， 图 2. 2 给 出 了 大 气 科学 家 在 研究 天 
气 变化 时 所 使 用 的 一 个 模型 ， 他 们 不 仅仅 研究 大 气 层 的 运动 变化 过 
程 ， 而且 还 要 研究 来 自 水 图 、 涯 石 图 和 生物 图 的 各 种 影响 。 

20 世纪 末期 ， 地 球 科 学 正经 历 着 一 场 质 的 变化 : 原来 分 头 描 
述 地 球 上 各 种 现象 的 学 科 ， 正 在 系统 科学 的 高 度 相 互 结 合 ， 成 为 揭 
示 机 理 、 服 务 预测 的 “地 球 系 统 科学 ”。 人 们 发 现 : 吹 向 大 洋 的 风 
尘 长 期 增多 能 够 造成 大 气 降 温 ， 因 为 这 样 会 增强 海洋 生产 力 ， 从 而 
减少 大 气 中 二 氧化 碳 的 含量 ; 智利 海岸 外 鱼 类 的 大 批 死亡 和 印尼 
岛屿 上 的 森林 火灾 同 出 一 源 ， 因 为 都 属于 厄尔尼诺 现象 。 地 球 真 是 
一 个 整体 ， 牵 一 发 足以 动 全 身 。 地 球 科 学 又 一 场 新 的 革命 性 突破 正 
在 来 临 。 

相互 作用 经 常用 反馈 过 程 来 模拟 ， 例 如 ， 我 们 可 以 利用 (图 2. 3) 
所 示 的 一 台 反 馈 机 器 来 研究 相互 作用 。 反馈 作用 的 存在 ， 使 得 具有 
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图 2.2 地球 系统 模型 
地 球 系 统 包括 外 层 空间 、 大 气 图 、 水 图 、 生 物 图 、 岩 石 图 和 地 球 内 部 圈 层 。 地 球 系 
统 是 一 个 整体 ， 率 一 发 而 动 全 身 。 例 如 地 球 表 面 的 水 在 固体 层 、 海 洋 层 和 大 气 层 之 
间 循 环 的 事实 ， 人 们 早 就 知道 了 。 但 考虑 到 地 球 固体 部 分 、 液 体 部 分 和 大 气 部 分 的 
热 容量 的 比值 为 10” : 10° : 1， 人 们 越 来 越 重视 水 的 循环 在 地 球 三 部 分 热力 学 相互 
作用 中 的 地 位 。 诸 如 EL Nino 等 现象 就 是 地 球 各 图 层 间 存在 着 相互 作用 的 证 据 


Cm) Cou) 
图 2.3 具有 反馈 (相互 作用 ) 的 动力 学 模型 
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反馈 作用 的 动力 学 系统 与 图 2. 1 所 示 的 (简单 ) 线 性 动力 学 系统 有 了 
很 大 的 不 同 。 当 模型 中 有 一 个 输入 时 ， 按 照 模型 中 的 作用 规律 ， 会 
得 到 与 之 相应 的 输出 。 这 个 由 输入 至 输出 的 过 程 我 们 称 为 一 次 迭代 。 
反馈 的 重要 意义 在 于 : 第 一 次 的 输出 会 成 为 第 二 次 迭代 的 输入 。 其 
原因 (第 一 次 输入 ) 和 结果 (第 一 次 输出 ) 以 及 结果 (第 一 次 输出 ) 和 原 
因 (〈 第 二 次 输入 ) 不 再 是 没有 关系 的 了 ， 而 是 出 现 了 相互 作用 。 这 种 
反馈 机 器 一 次 又 一 次 地 运转 (和 迭代)， 就 代表 了 一 个 动力 学 过 程 的 发 
展 和 演变 。 

现在 举 一 个 具有 反馈 功能 系统 的 例子 。 假 定 我 们 有 一 台 复印 机 ， 
它 能 将 输出 的 图 形 缩小 1/2 复印 出 来 。 我 们 把 一 幅 图 形 放 进 复印 机 
作为 输入 图 形 ， 然 后 可 以 得 到 一 张 缩 小 1/2 的 相似 的 图 形 作为 第 一 
次 复印 (和 迭代) 的 输出 图 形 。 按 照 具 有 反馈 作用 的 动力 学 模型 的 作法 ， 
再 把 第 一 次 复印 结果 作为 下 一 次 复印 的 输入 图 形 。 这 样 ， 我 们 将 得 
到 一 系列 越 来 越 小 的 图 形 ， 而 最 后 的 图 形 会 缩 成 一 个 点 ， 再 迭代 下 
去 已 经 没有 任何 意义 (图 2.4)。 这 种 具有 单一 缩小 功能 的 复印 机 ， 只 
要 迭代 次 数 足 够 多 ， 最 后 输出 图 形 都 会 是 一 个 点 ， 而 不 管 原始 的 输 
入 图 形 如 何 。 显 然 ， 尽 管 这 种 缩小 复印 机 过 程 具 有 反馈 功能 ， 但 它 
无 助 于 复杂 图 形 的 产生 。 
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图 2.4 用 具有 缩小 功能 的 复印 机 ， 连 续 进行 复印 ， 每 次 都 用 上 一 次 复印 
结果 作为 本 次 复印 的 输入 ， 多 次 复印 后 ， 最 终 得 到 的 结果 为 一 个 点 ， 图 中 
最 左 方 的 大 象 是 原始 的 输入 图 形 ， 从 左 向 右 ， 依 次 是 每 次 迭代 后 的 图 形 
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2.2 多 功能 复印 机 


多 功能 复印 机 是 指 ;: 
一 台 复 印 机 具有 多 个 镜头 

每 个 镜头 可 以 独立 地 对 输入 图 形 进 行 变换 (如 缩小 旋转 
等 ….…); 

每 个 镜头 成 像 的 结果 能 安置 在 最 后 复印 输出 图 形 的 适当 位 置 。 

图 2.5 给 出 了 一 台 具 有 三 个 镜头 的 复印 机 ， 假 定 每 个 镜头 的 缩 
小 率 都 是 1/2， 而 且 每 个 镜头 成 像 的 结果 (分 别 以 黑色 、 灰 色 和 白色 
来 表示 ) 如 图 2. 5 中 右上 角 那 样 安置 。 现 在 我 们 来 看 一 看 ， 这 人 台 复 印 
机 会 不 会 像 只 有 具有 缩小 功能 的 复印 机 那样 ， 把 所 有 的 图 形 最 终 都 缩 
小 为 一 个 点 呢 ? 假 定 现在 我 们 用 一 个 长 方形 作为 原始 的 输入 图 形 进 
行 复印 ， 由 于 有 三 个 独立 的 缩小 镜头 ， 于 是 ， 第 一 次 复印 的 结果 得 
到 了 三 个 缩小 的 长 方形 ， 为 了 表示 各 个 小 长 方形 的 来 源 ， 我 们 同样 
把 这 三 个 小 长 方形 中 加 上 了 黑 、 灰 和 白 的 颜色 ， 这 三 种 颜色 相应 于 
上 面 复印 机 的 黑 、 灰 、 白 三 个 镜头 (图 2. 6) 。 

依 此 类 推 ， 第 二 次 复印 ， 我 们 可 以 得 到 9 个 小 长 方形 。 进 一 步 
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图 2.5 一 台 具 有 三 个 镜头 的 多 功能 复印 机 
(图 中 用 黑色 、 灰 色 和 白色 表示 三 个 镜头 ) 
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图 2.6 输入 一 长 方形 作为 原始 图 形 ， 用 有 三 个 缩小 镜头 的 
多 功能 复印 机 得 到 的 前 5 次 复印 结果 ， 右 下 图 是 
无 限 次 复印 后 的 终极 结果 


还 可 得 到 35, ，34 ，35… 个 小 长 方形 。 每 个 小 长 方形 会 变 得 越 来 越 小 ， 
但 总 的 集合 不 像 具 有 单一 缩小 功能 复印 机 的 结果 那样 缩 成 一 个 点 。 
实际 上 图 2. 6 的 终极 结果 正好 是 第 一 章 讲 过 的 Sierpinski 垫 片 (图 
1.10, ， 它 是 一 个 典型 的 分 形 图 形 ! 我 们 利用 相互 作用 、 反 馈 和 迁 
代 ， 通 过 多 功能 复印 机 ， 造 出 了 典型 的 分 形 图 形 。 

关于 多 功能 复印 机 ， 有 三 点 是 需要 指出 的 。 

第 一 ， 仔 细 分 析 图 2. 6， 有 人 会 认为 ， 最 终 得 到 Sierpinski 垫 
片 ， 是 因为 选择 长 方形 作为 原始 的 输入 图 形 选 得 好 。 其 实 不 然 。 为 
了 说 明 这 一 点 ， 我 们 可 以 随意 选择 NCTM 几 个 字母 作为 原始 输入 图 
形 。 图 2.7 给 出 了 前 5 次 复印 的 结果 和 最 终 的 图 形 。 我 们 吃惊 地 发 
现 ， 虽 然 最 初 几 次 复印 结果 不 同 于 原始 图 形 是 长 方形 的 情况 ， 但 很 
快 地 ， 多 功能 复印 机 的 输出 结果 就 与 输入 的 原始 图 形 万 关 了 。 也 就 
EL, 原始 的 输入 图 件 的 信息 差别 会 很 快 消失 ， 只 要 多 功能 复印 机 
功能 设 定 ， 最 终 的 复印 图 件 也 就 完全 确定 了 。 因 此 ， 不 管 原始 图 形 
是 圆 的 、 方 的 或 外 文字 母 ， 最 终 都 会 得 到 Sierpinski RH. RAW 
能 复印 机 只 会 产生 惟一 的 一 种 最 终结 果 。 这 种 多 次 复印 (和 迭代 ) 过 程 ， 
通过 一 系列 的 中 间 结 果 ， 最 后 达到 一 种 最 终结 果 ， 而 最 终结 果 又 与 
初始 条 件 无 关 ， 这 种 性 质 在 数学 上 叫做 稳定 性 。 

第 二 ， 上 述 多 功能 复印 机 是 一 个 包含 有 三 个 缩小 率 均 为 1/2， 而 
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图 2.7 输入 任意 几 个 字母 作为 原始 图 形 ， 多 功能 复印 机 
还 是 会 产生 同样 的 一 种 终极 结果 


且 镜 头 的 相对 位 置 国定 的 简单 反馈 机 器 ， 它 相当 于 一 个 具有 简单 非 
线性 作用 规律 的 动力 系统 。 而 通过 不 断 的 反馈 和 迭代， 如 此 简单 的 
动力 系统 却 产 生出 具有 复杂 结构 的 分 形 图 形 (Sierpinski 热 片 )。 这 就 
对 本 章 开 始 时 提 到 多 数 人 所 认为 的 “复杂 的 形状 来 自 复杂 的 动力 学 
过 程 ” 的 观点 提出 了 挑战 。 事 实 上 ， 大 量 的 实验 、 观 测 都 已 经 表明 : 
长 期 的 简单 过 程 可 以 产生 非常 复杂 的 形状 。 

第 三 ， 多 功能 复印 机 能 够 得 到 稳定 的 最 终 图 形 ， 是 受到 三 个 因 
素 的 控制 的 ， 多 个 独立 的 镜头 ; 无 穷 次 迭代 过 程 ; 反馈 机 器 中 的 作 
用 规律 。 现 在 的 问题 是 ， 如 果 我 们 想得到 一 种 最 终 的 图 形 ， 如 何 来 
设计 这 台 多 功能 复印 机 呢 ? 一 般 说 来 ,对 这 个 问题 的 普 适 性 的 理论 
回答 是 很 困难 的 。 可 行 的 工作 ， 正 如 分 形 的 奠基 人 Mandelbrot HZ 
为 “实验 数学 ”所 描述 的 那样 ， 主 要 是 利用 各 种 反馈 过 程 ， 看 看 它 
们 究竟 能 产生 什么 样 的 图 形 。 下 面 ， 我 们 逐步 介绍 几 种 常见 的 反馈 
过 程 和 他 们 所 生成 的 分 形 图 形 。 


2.3 吸引 子 
多 功能 复印 机 的 运转 是 由 反馈 过 程 来 控制 的 。 上 一 次 的 复印 输 


出 ， 即 作为 下 一 步 的 复印 输入 ， 不 断 地 进行 下 去 。 上 面谈 过 的 多 功 
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能 复印 机 的 几 个 要 素 ， 一 般 情况 下 是 不 难得 到 的 。 只 要 将 一 次 复印 
的 输入 与 该 次 复印 的 输出 加 以 仔细 比较 ， 就 可 以 知道 该 台 复 印 机 有 
几 个 镜头 ， 每 个 镜头 是 放大 、 缩 小 还 是 旋转 变换 ， 以 及 不 同 镜头 成 
像 结果 在 输出 时 是 如 何 排列 的 等 等 。 

这 里 有 一 个 十 分 特殊 的 情况 。 和 前 面 一 样 ， 假 定 多 功能 复印 机 有 
3 个 镜头 ， 每 个 镜头 都 缩小 1/2， 而 且 排 列 也 和 以 前 一 样 。 在 图 2. 8620) 
中 ， 输 入 图 形 是 一 个 圆 ， 图 中 给 出 了 3 次 复印 的 结果 ,我 们 从 上 节 讨 
论 中 可 以 知道 ， 只 要 复印 次 数 足够 多 ， 最 终 会 得 到 Sierpinski 垫 片 。 图 
2. 8(b) 中 的 输入 是 任意 的 图 形 ，3 次 复印 后 ， 初 始 的 任意 图 形 本 身 包 
含 的 信息 已 经 所 剩 无 几 ， 多 次 复印 后 也 必然 会 得 到 Sierpinski 热 片 的 最 
终 图 形 。 图 2.8(c) 中 输入 的 图 形 本 身 就 是 Sierpinski 垫 片 ， 每 次 复印 
后 ,输出 图 形 和 输入 图 件 都 没有 任何 的 变化 。 总 结 上 面 的 实验 结 琳 : 
用 多 功能 复印 机 不 断 地 进行 复印 ， 不 管 输入 图 件 如 何 ， 都 会 得 到 一 幅 
一 样 的 图 形 。 这 个 最 终 图 形 就 叫做 这 人 台 多 功能 复印 机 的 吸引 子 ， 也 叫 
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原始 图 形 SKAM 第 2 次 复印 第 3 次 复印 
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原始 图 形 SIKEM 第 2 次 复印 第 3 次 复印 
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第 3 次 复印 


图 2.8 用 3 种 不 同 的 图 形 作为 原始 输入 图 件 ， 
多 功能 复印 机 前 3 次 复印 的 结果 
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做 这 个 迭代 过 程 的 吸引 子 。 特 别 是 当 我 们 把 具有 分 形 特征 的 吸引 子 作 
为 输入 图 形 进行 复印 时 ， 不 管 复印 多 少 次 ， 也 不 会 发 生 任 何 变化 ， 因 
此 ， 对 于 给 定 的 多 功能 复印 机 来 说 ， 吸 引子 是 一 个 不 变量 。 

为 了 更 好 地 理解 吸引 子 这 个 概念 ， 我 们 作 一 些 物理 上 的 类 比 。 
假定 我 们 有 一 只 碗 一 一 它 相 当 于 一 台 多 功能 复印 机 ， 碗 中 有 一 小 球 ， 
最 初 可 以 把 小 球 放 在 碗 内 的 任何 位 置 一 一 相当 于 各 种 不 同 的 原始 输 
人 图 件 。 不 断 观测 小 球 从 初始 位 置 松 开 后 ， 在 碗 中 的 运动 情况 (图 
2.9)。 经 过 很 长 的 时 间 ， 最 后 小 球 必然 静止 在 碗 底 ， 这 就 相当 于 多 
功能 复印 机 的 最 终 输 出 图 形 。 当 然 ， 小 球 在 碗 中 的 运动 是 连续 的 ， 
而 我 们 进行 复印 的 过 程 是 离散 的 ， 是 一 次 又 一 次 进行 的 。 但 这 不 影 
响 我 们 的 类 比 ， 因 为 我 们 关心 的 是 演化 的 开始 和 演化 的 结束 ， 连 续 
和 离散 过 程 的 差别 并 不 重要 。 小 球 在 碗 中 的 运动 是 动力 系统 (dynam- 
ical system) 的 很 形象 的 模拟 。 不 管 小 球 的 初始 位 置 在 何 处 ， 最 后 都 
会 停留 在 碗 底 ( 吸 引子 )， 而 且 如 果 一 开始 就 把 小 球 放 在 碗 的 最 低 点 
(吸引 子 位 置 )， 小 球 就 不 再 运动 ， 一 直 停 留 在 该 位 置 上 ， 这 相应 于 
吸引 子 为 多 功能 复印 机 的 输入 图 形 的 情况 。 


图 2. 9 吸引 子 的 物理 类 比 
2.4 IFS 一 一 迭代 函数 系 


前 面 对 反 馈 机 器 的 输入 ， 特 别 是 多 次 迭代 过 程 最 终 和 输出 图 形 与 
输入 的 无 关 性 作 了 介绍 ， 也 对 反馈 机 器 的 输出 ， 特 别 是 最 终 输 出 儿 
形 的 稳定 性 ， 引 进 了 吸引 子 的 概念 。 现 在 我 们 集中 力量 对 反馈 机 器 
的 PU 一 一 即 作 用 规律 作 些 讨论 。 
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反馈 机 器 的 PUCProcessing Unit) 作 用 规律 对 于 反馈 过 程 的 重要 
性 ， 就 像 遗 传 密码 对 于 生物 学 ， 中 心 处 理 器 (CPU) 对 于 电脑 的 重要 
性 一 样 。 多 功能 复印 机 对 反馈 机 器 中 的 PU 原理 进行 了 直观 的 解释 。 
因此 从 数学 观点 来 说 ， 反 馈 机 器 的 PU 最 重要 的 作用 是 对 图 形 进行 
适当 的 数学 变换 ，Barnsley 等 (1986) 把 PU 的 这 种 数学 变换 功能 称 之 
为 迭代 函数 系 (lterated Functional System), ， 简 写 为 IFS。 
假定 一 台 多 功能 复印 机 有 N 个 镜头 ， 每 个 镜头 对 输入 图 形 A 的 
数学 变换 用 w: (1，2，…，N) 来 表示 ， 则 每 个 镜头 产生 的 图 形 分 别 
是 w CAD, a (A)，…，wn (A)， 多 功能 复印 机 的 输出 图 形 用 W(A) 
来 表示 ， 我 们 用 集合 论 中 的 符号 UU 表示 相 加 ， 这 时 有 
W(A)=w (A) Uw CASU * Uo CA) 
上 式 表 示 的 就 是 PU 的 处 理 功能 ， 也 就 是 这 台 多 功能 复印 机 的 IFS 
(图 2. 10) ， 对 于 具有 反馈 功能 的 系统 ， 显 然 要 求 
AI 一 内 (AD)， 有 一 0，1，2，… 


w,(4) U wA) U ws C4) 


图 2. 10 作为 反馈 机 器 的 多 功能 复印 机 


反复 应 用 上 式 ， 可 以 得 到 一 系列 的 图 形 。 最 终 的 图 形 我 们 记 为 As» 
这 就 是 前 面 介绍 的 吸引 子 。 实 际 上 ， 吸 引子 是 由 反馈 机 器 的 PU 功 
能 所 决定 的 ， 所 以 把 经 过 PU 的 IFS 处 理 而 得 到 的 吸引 子 叫做 IFS 
吸引 子 ， 吸 引子 的 不 变性 可 以 表示 为 

WCA..)—A.. 

图 2.10 表示 反馈 机 器 的 IFS， 它 是 由 三 个 镜头 的 变换 w CAD, 
wi(A) 和 ws (A) 组 成 的 。 这 种 代数 表示 IFS 的 方法 很 难 反映 出 每 个 
o, (4) 的 具体 变换 内 容 。 除 了 用 上 述 代 数 语言 描述 IFS 以 外 ， 最 方便 
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的 还 是 用 图 形 来 表示 IFS。 不 失 一 般 性 ， 假 定 原始 图 形 为 1 张 单位 边 
长 的 正方 形 ， 并 且 为 了 清楚 地 表示 这 个 正方 形 的 旋转 等 变化 ， 我 们 
在 该 张 纸 的 左上 角 写 上 一 个 “L” 字 母 。 

图 2. 11 给 出 了 用 图 形 表示 IFS 的 方法 ， 它 的 左 方 是 原始 的 输 人 
图 形 ， 右 方 是 经 过 一 次 IFS 变换 的 输出 图 形 。 从 图 中 可 以 看 出 ，IFS 
包括 3 个 相似 变换 ， 每 个 变换 的 缩小 率 为 1/2， 而 且 变 换 完毕 每 个 小 
正方 形 被 平移 至 互相 衔接 的 位 置 。 图 2. 11 中 上 方 的 小 正方 形 代表 了 
图 中 的 o (4)， 左 下 方 和 右 下 方 的 两 个 小 正方 形 则 分 别 代表 了 变换 
w2 (A) All ws (A). 


图 2.11 用 图 形 方法 表示 IFS 


图 2.12 IFS 由 3 个 缩小 率 为 1/2 的 相似 变换 而 成 ， 但 变换 后 3 个 
小 正方 形 的 相对 位 置 与 2. 11 不 同 ， 右 方 为 这 种 IFS 的 吸引 子 
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图 2.12 的 IFS 包 括 了 缩小 率 为 1/2 的 三 个 相似 变换 ， 但 缩小 后 
的 三 个 小 正方 形 的 位 置 与 图 2. 11 不 同 ， 图 2. 12 右 方 是 该 IFS 变换 
的 吸引 子 ， 它 是 Sierpinski 执 片 的 一 个 变种 。 图 2. 13 一 图 2. 18 分 别 
给 出 了 用 IFS 生成 各 种 各 样 复杂 图 形 的 一 些 例子 。 


图 2.13 IFS 也 是 由 3 个 缩小 率 为 1/2 的 相似 变换 组 成 ， 左 下 方 小 
正方 形 逆 时 针 旋 转 907, 而 右 下 方 则 顺 时 针 旋 转 90°, 
有 的 人 称 其 吸引 子 为 “圣诞 树 ” 


图 2.14 IFS 由 3 个 缩小 率 为 1/Y3 的 相似 变换 组 成 ， 且 均 顺 时 针 
旋转 90"， 图 右 方 吸 引子 的 白色 曲线 表示 该 吸引 子 可 以 
分 成 三 个 对 称 而 自 相 似 的 部 分 
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图 2.15 这 个 IFS 是 由 一 个 (中 间 的 ) 相 似 变 换 和 两 个 旋转 
仿 射 变换 组 成 的 ， 其 吸引 子 叫 Cantor 迷宫 


图 2.16 IFS 由 3 个 小 的 相似 变换 和 一 个 大 的 旋转 
变换 组 成 ， 吸 引子 看 起 来 像 雪 花 结 史 


图 2.17 IFS 由 5 个 小 的 相似 变换 组 成 ， 吸 引子 像 天 然 晶体 
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图 2.18 这 个 吸引 子 酷 像 一 棵 树 的 形状 ， 它 是 由 5 个 线性 变换 组 成 的 
IFS 形成 的 ，IFS 的 参数 见 本 章 的 附录 : 线性 变换 一 节 


通过 上 面 的 几 个 例子 ， 说 明 给 定 了 IFS， 就 能 产生 出 许多 种 类 的 
分 形 图 形 。 


2.5 非 线 性 的 反馈 过 程 


研究 一 个 反馈 系统 的 演化 ， 可 以 利用 上 面 介绍 的 多 功能 复印 机 方 
法 ， 也 可 以 使 用 一 些 图 示 方 法 ， 下 面 我 们 来 研究 一 个 著名 的 反馈 系统 。 

图 2. 19 这 种 反馈 系统 的 显著 特点 在 于 作用 函数 PU 是 非 线 性 ， 
而 在 这 之 前 我 们 介绍 的 所 有 反馈 系统 的 IFS 都 是 线性 的 ， 二 次 非 线 
性 作用 函数 常见 的 形式 有 : 


X= aX,-X,) 


反馈 


图 2.19 一 个 特殊 的 反馈 系统 
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Pi4,=P,+rP,A—P,) (AD HK 8. May, 1976) 
Zi FHC (Mandelbrot #2, 1982) 
实际 上 上， 上述 两 个 反馈 过 程 都 可 以 变换 成 m 二 ax,(1 一 zx) 的 形式 。 
以 人 口 增长 方程 为 例 ， 令 


n? a=rtl 


Xn 


o r 
=A 
则 


tai pP — NU rPIO-PO] 


cd DFP. (1 zu) 


=ar,1—x,) 
我 们 从 y= 二 ax(l 一 x) 的 函数 关系 开始 ， 这 个 函数 在 z-y 坐标 系 
中 是 一 支 向 下 开口 的 抛物 线 ， 抛物 线 与 xz 轴 的 交点 是 (0，0) 和 
(1，0)。 这 两 个 交点 的 位 置 不 随 a 而 变化 。 当 x 二 0.5 时， 抛物 线 取 
极 大 值 a/4( 图 2. 20) ， 为 了 方便 计算 ， 我 们 还 在 x-y 平面 上 画 一 条 过 
JRA BN AOR Pe, RRP TAL i BS H. 


1 


开始 B 
图 2. 20 求解 x 一 ax,(1 一 zx,) 的 图 示 法 
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现在 考虑 迭代 过 程 ， 从 工 轴 上 的 任 一 点 ze 出发， 垂直 向 上 作 一 
直线 与 抛物 线 相 交 ， 过 交点 再 作 一 水 平 线 与 角 平 分 线 相 交 。 这 个 交 
点 的 坐标 即 为 zi 的 值 。 再 从 角 平 分 线 上 相应 的 zi 点 出 发 ， 先 作 垂 
线 向 上 ， 然 后 折 而 水 平 ， 与 角 平 分 线 交 点 即 为 z:， 依 次 类 推 。 

图 2.21 和 图 2.22 给 出 了 对 于 a 取 不 同 值 的 迭代 结果 ， 当 
a 二 1.45 时， 迭代 反馈 曲线 就 像 一 条 谍 楼 梯 的 曲线 ， 不管 初 始 值 如 
何 ， 都 很 快 收敛 于 抛物 线 与 角 平 分 线 的 交点 。 当 a 一 3. 2 B], RAK 
代 结 果 在 两 个 值 之 间 轮 流 跳 动 ， 表 现 出 了 周期 性 ， 出 现 了 两 个 稳定 
状态 。 从 一 个 稳定 状态 向 两 个 稳定 状态 的 转化 叫做 “分 盆 (bufica- 
tion)”。 当 4 —4 时， 最 终 和 迭代 结果 出 现 了 不 稳定 ，z. 有 可 能 取 
(0，1) 之 间 的 任何 值 ， 这 时 表现 为 “混沌 ”。 
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上 述 图 示 方 法 既 可 以 用 尺子 简单 地 从 图 上 标 出 ， 也 可 以 通过 下 
面 的 计算 机 程序 来 实现 ( 表 2. 1) 。 改 变 计 算 机 中 a 的 取 值 ， 可 以 看 到 
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这 样 一 个 非 线性 反馈 系统 的 演化 过 程 。 
表 2.1 ix x ax (1 一 x,) 的 计算 机 程序 


Basic Program Graphical Iteration 


Title Experiments for the quadratic iterator 


INPUT “Parameter a, start x0”, a, x0 
left = 30 

w= 300 

m=] 


imax=10 


REM DRAW BISECTOR AND FUNCTION 
LINE (left+w, left)— Cleft, left+w) 
FOR i=1 TO w 

xn=i/w 

FOR k=1 TO m 

xn 一 ax xn * (1— xn) 

NEXT k 

LINE— (i+ left, left+w * (1— xn)) 
NEXT i 


REM START AT x0 
xn= x0 
PSET (left+w * xn, left-- w) 
FOR i=1 TO imax 
REM EVALUATE FUNCTION 
FOR k=1 TO m 
xn 一 ax xn* (1— xn) 
NEXT k 
REM DRAW VERTICAL AND HORIZONTAL LINE 
LINE- (left+w * x0, leittw* (1 一 xn) 
LINE 一 (left 十 wx xn, left+ wx (1 一 xn)) 
xÜ0— xn 
NEXTi 
END 
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从 上 面 的 例子 中 ， 我 们 可 以 看 到 ， 简 单 的 多 功能 复印 机 经 过 多 
次 反馈 作用 后 可 以 产生 复杂 的 分 形 图 形 ， 简 单 的 二 次 非 线 性 方程 在 
一 定 条 件 下 进行 和 迭代， 最 终结 果 出 现 了 不 稳定 -一 -混沌 现象 。 事 实 
上 ， 这 种 简单 的 系统 经 过 反复 相对 作用 产生 出 复杂 结果 的 规律 已 被 
许多 事实 所 证 实 。 

从 典型 分 形 图 形 反 复 和 迭代 的 生成 过 程 到 给 平静 流体 施加 一 定 扰 
动 后 出 现 “ 突 变 ” 一 一 沸 流 ; 从 组 约 市 的 麻疹 记录 到 两 百年 来 加 拿 
大 山猫 的 群体 数量 涨 落 ; 从 Lorenz 的 “决定 性 非 周期 流 ”(Lorenz， 
1963) 88 2E KAM Yorke 的 “周期 3 意味 着 混沌 ” (Li and Yorke, 
1975) 。 这 些 事实 伤害 一 般 实 践 家 直觉 的 原因 ， 就 在 于 它们 所 代表 的 
系统 中 存在 着 非 线 性 的 反复 作用 ， 哪 怕 是 最 简单 的 非 线 性 ! 正如 
“人 日 方程 ”的 创始 人 一 一 生物 学 家 May 在 他 发 表 于 1976 年 《自然 》 
杂志 上 的 一 篇 综述 性 文章 中 所 论述 的 ， 不 管线 性 数学 已 经 发 展 得 多 
么 高 ，Fourier 变换 、 正 交 函 数 ， 以 及 它们 的 回归 技巧 ， 都 只 能 给 人 
们 一 个 关于 实际 大 自然 普遍 存在 的 非 线 性 的 事实 之 失真 形象 。 如 此 
发 展 起 来 的 数学 直觉 会 使 人 们 “即使 看 到 离散 非 线 性 系统 里 最 简单 
的 古怪 行为 也 会 手 是 失措 ”(May，1976)。 

“不 仅仅 在 研究 中 ， 而 且 在 日 常生 活 的 政治 、 经 济 中 ， 如 果 更 多 
的 人 了 解 到 这 最 简单 的 非 线 性 系统 也 未 必 有 简单 的 动力 性 质 ， 会 大 
有 神 益 >。May 的 这 段 精彩 的 文字 其 实 是 告 诚 人 们 面 对 似乎 十 分 复杂 
的 现象 ， 它 的 背后 未 必 不 是 简单 的 数学 模型 ， 而 这 数学 模型 的 最 本 
质 特征 就 是 非 线性 的 相互 作用 。 

在 结束 本 章 时 ， 有 三 点 应 当 强调 ， 

第 一 ， 分 形 几 何 是 描述 自然 界 复杂 对 象 的 数学 工具 之 一 ， 在 许 
多 情况 下 ， 这 种 复杂 性 往往 具有 相对 的 性 质 。 例 如 ， 对 于 一 条 Koch 
曲线 ， 从 传统 的 欧 氏 几何 角度 出 发 ， 用 直 尺 去 测量 其 长 度 ，Koch H 
线 包含 了 无 限 的 层次 ， 用 什么 样 的 尺子 也 难以 将 其 长 度 测量 准确 。 
因此 ， 我 们 说 ，Koch 曲线 是 十 分 复杂 的 图 形 。 但 当 我 们 用 一 个 看 起 
来 很 奇怪 、 很 复杂 的 小 Koch 曲线 (吸引 子 ) 作 为 尺子 的 测量 单位 ， 所 
得 结果 就 十 分 的 简单 。 对 于 这 种 复杂 的 现象 ， 人们 不禁 要 问 ， 如 何 
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才能 找到 一 种 测量 单位 ， 使 得 复杂 图 形 中 的 简单 规律 显现 出 来 呢 ? 
这 个 问题 我 们 将 在 第 三 章 “ 分 形 测量 ”中 给 予 回答 。 

第 二 ， 自 然 界 中 许多 事物 之 间 存 在 着 相互 作用 。 这 种 相互 作用 
的 结果 ， 形 成 了 相互 作用 的 几 个 方面 之 间 的 非 线 性 制约 ， 进 而 出 现 
了 多 种 多 样 的 发 展 前 景 。 研 究 相 互 作 用 属于 动力 学 的 范畴 。 本 章 中 
列举 的 许多 例子 表明 ， 讨 论 生成 复杂 现象 的 原因 ， 必 然 要 涉及 到 非 
线性 的 相互 作用 ， 也 就 是 要 涉及 到 动力 学 的 问题 。 

第 三 , 今天 我 们 看 到 的 自然 界 ， 是 经 过 了 漫长 岁月 演化 而 来 的 
结果 ， 年 复 一 年 ， 日 月 往复 。 短 时 间 内 的 相互 作用 ， 往往 是 一 个 方 
面 起 优势 主导 人 作用， 相互 作用 的 结果 不 明显。 然而 对 于 儿 万 年 、 几 
百 万 年 的 时 间 尺 度 ， 相 互 作用 在 长 期 演化 过 程 中 是 不 容 忽 视 的 。 

以 上 三 个 方面 用 数学 语言 可 以 简单 地 概括 为 : 吸引 子 、 反 馈 和 
无 穷 次 的 迭代 过 程 。 正 是 这 些 因素 ， 才 导致 了 分 形 的 产生 ， 引 起 了 
大 们 对 于 分 形 几 何 与 系统 动力 学 之 间 内 在 联系 越 来 越 多 的 重视 。 
Peitgen 等 称 “ 吸 引子 、 反 馈 和 和 迭代 ”为 分 形 儿 何 的 “ 疹 柱 ”(Peit- 
gen 等 ，1995) 。 而 另 一 位 科学 家 Lauwerier 在 他 写 的 “分 形 ” 一 书 
中 ， 副 标题 是 ;“ 无 限 重复 的 几何 图 形 ” (Lauwerier, 1991), 

显然 ， 在 研究 具有 长 期 演化 过 程 的 自然 科学 分 支 中 ， 分 形 儿 何 
将 得 到 越 来 越 广泛 的 应 用 。 


附录 线性 变换 


多 功能 复印 机 的 功能 ， 即 反馈 机 器 的 PU 的 作用 ， 实 际 上 是 对 
输入 的 图 形 进行 了 一 次 性 变换 (当然 ， 这 种 变换 也 可 以 是 非 线 性 ， 我 
REETA). 

假定 二 维 平 面 上 的 点 P, P. WARE Cr, WIM Cre, yi, 
我 们 可 以 写成 

Pi=(z, yi), P= (22, y2) 
显然 有 
Pi+P,=(a tts yty) 
SP=S(x, y) 
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AF 5 为 一 常数 。 
如 果 有 一 变换 下， 它 将 平面 上 的 P 点 变 到 下 (P) 点 ,而且 满 足 ; 
FCP, tP) = FCP) + FO») 
F(SP)=SF(P) 
则 我 们 称 这 种 变换 下 为 线性 变换 。 记 P= (2, y), FOP)— Qu, vi 
性 变换 的 普遍 公式 是 
2 一 QZ 十 by 十 e 
v=catdyt f 
线性 变换 可 以 对 原始 图 形 进行 放大 、 缩 小 、 剪 切 变 形 、 旋 转 、 对 称 
等 许多 操作 ， 所 有 这 些 操 作 都 取决 于 常数 a,， b, c, d, e, f RHE 
值 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 任意 一 本 线性 代数 或 矢量 分 析 的 教科 书 。 
本 章 第 3 节 列 举 的 IFS 中 所 包含 的 各 种 变换 的 参数 取 值 ， 列 于 表 
2.2， 有 兴趣 读者 可 以 对 照 表 2. 2 中 的 参数 取 值 重新 研究 第 3 节 中 介 
绍 的 几 种 IFS. 


表 2.2 A 2.12— Hl 2. 18 中 IFS 变换 中 的 参数 取 值 表 


练 >) m 


1. 进行 如 下 图 所 示 的 IFS ER, IFS 由 4 个 缩小 率 为 1/2 的 相 
似 变 换 组 成 ， 猜 这 种 IFS 变换 的 吸引 子 。 
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2. 地 球 系 统 内 部 的 各 种 因素 相互 作用 ， 例 如 EL Nino 等 现象 就 
是 地 球 各 圈 层 间 存 在 着 相互 作用 的 证 据 。 请 列举 其 他 能 说 明 地 球 系 
统 相互 作用 的 例子 ， 并 说 明理 由 。 

3. 通过 如 图 2.11 所 示 的 IFS 变换 ， 最 终 可 得 到 Sierpinski 3& 
片 ， 而 通过 如 图 1.10 的 基本 作法 ， 也 可 得 到 Sierpinski 热 片 。 这 两 
者 之 间 有 何 区 别 和 联系 ? 

4. 通过 图 1. 22 的 基本 作法 得 到 的 图 形 与 图 2. 17 的 IFS iE ANB 
吸引 子 非 常 相似 ， 比 较 两 图 ,请问 通过 什么 样 的 IFS EAR 4a 
1. 22 的 图 形 ? 
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第 三 章 分 形 测 量 


几何 学 有 两 个 任务 ， 一 是 对 图 形 进 行 分 析 ， 二 是 对 图 形 进行 测 
量 。 对 正方 形 对 角 线 的 测量 ， 理 论 上 导出 了 无 理 数 概 念 。 对 一 个 圆 
的 阅 长 的 测量 ， 得 到 了 重要 的 常数 x。 对 一 个 封闭 面积 的 测量 ， 在 很 
大 程度 上 ,促进 了 微 积 分 的 发 展 。 

多 数 人 认为 ， 今 天 测量 问题 已 经 解决 了 。 无 论 是 测量 长 度 、 面 
积 ， 还 是 体积 ， 只 要 想 测量 ， 我 们 就 可 以 进行 测量 ， 遇 到 的 无 非 是 
一 些 具体 的 技术 问题 而 已 。 其 实 不 然 。Mandelbrot 举 了 一 个 例子 : 
关于 西班牙 和 和 葡萄牙 两 个 国家 之 间 边 境 线 的 长 度 ， 西 班 牙 的 百科 全 
书 中 说 长 616 英里 ， 而 葡萄 牙 的 百科 全 书 中 却 记载 为 758 RM, quj 
题 是 谁 对 谁 错 ? 许多 人 测量 英国 海岸 线 的 长 度 ， 结 果 皆 不 相同 ， 多 
在 4500~ 5000 英里 之 间 ， 现 在 人 们 在 野外 进行 测量 时 ， 都 使 用 各 种 
各 样 的 测量 仪器 ， 包 括 采 用 高 精度 的 空间 测量 技术 ， 那 么 为 什么 不 
同人 的 测 基 结果 不 一 样 呢 ? 这 其 中 可 能 存在 更 深层 次 的 (而 非 技术 性 
的 ) 问 题 。1967 Æ, Mandelbrot 在 《科学 》 杂 志 上 发 表 了 一 篇 著名 
的 文章 “英国 的 海岸 线 有 多 长 ?”， 专 门 讨论 了 这 个 深层 次 的 问题 
(Mandelbrot, 1967), 

我 们 遇 到 的 一 类 曲线 ， 例 如 一 个 圆 ， 它 具有 确定 的 圆周 长 度 : 
xd, d 是 圆 的 直径 。 当 我 们 用 不 同 长 度 的 尺子 去 量 圆周 长 度 时 ， 香 
到 的 长 度 虽 然 不 是 rd， 当 斥 子 越 来 越 小 时 ， 测 量 结果 就 越 来 越 接 
it xd， 换 名 话说， 测量 结 果 的 极限 值 是 一 个 确定 的 长 度 。 我 们 遇 
到 的 另 一 类 曲线 ， 无 论 测 基 用 的 尺子 如 何 变 ， 始 终 得 不 到 一 个 确定 
的 极限 值 。 其 中 的 原因 ， 不 是 技术 方面 的 ， 而 必须 从 理论 上 加 以 
分 析 。 
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3.1 242 75 8 2X 85 m] Fe XE (power law) 


在 第 一 章 的 1. 3 节 ， 通 过 生成 Koch 曲线 的 选 代 公 式 ， 可 以 计算 
出 无 限 次 迭代 后 生成 的 Koch 曲线 具有 无 限 长 的 长 度 。 现 在 的 问题 
是 ， 当 我 们 测量 自然 界 一 条 实际 的 曲线 ， 例 如 英国 海岸 线 的 长 度 时 ， 
并 不 知道 这 条 曲线 的 生成 迭代 公式 ， 我 们 只 知道 这 条 曲线 是 经 历 了 
长 期 侵蚀 、 沉 积 等 地 质 构造 运动 的 结果 ， 要 知道 这 条 曲线 有 多 长 ， 
惟一 的 方法 就 是 对 其 进行 测量 。 实 际 的 作法 是 在 地 图 上 ， 而 不 是 真 
正 沿 着 海岸 线 进行 测量 。 取 来 一 幅 1: 1000000 的 英国 地 图 ， 用 不 同 
长 度 的 尺子 去 测量 ， 近 似 把 英国 边界 用 一 个 以 该 尺子 为 边 的 多 边 形 
来 逼近 ， 这 个 多 边 形 就 作为 海岸 线形 状 的 近似 表示 。 表 3.1 给 出 了 
不 同 长 度 s 的 尺子 所 测 得 的 海岸 线 长 度 * 的 数据 。 


表 3.1 不 同 长 度 尺子 * 测 得 的 海岸 线 长 度 zx 
测 得 的 海岸 线 长 度 u/km 


从 表 3. 1 我 们 看 到 了 一 个 非常 令 人 吃惊 的 结果 ， 即 所 用 的 尺子 
越 短 ， 用 该 尺子 相应 的 多 边 形 去 逼近 英国 海岸 线 就 越 允 真 ， 而 所 测 
量 得 的 海岸 线 也 越 长 。 从 图 3. 1 可 以 看 出 ， 在 英国 北部 的 苏格兰 有 
许多 小 的 海湾 ， 如 果 用 长 尺子 去 测 ， 用 多 边 形 去 允 近 ,这 些 细微 的 
弯曲 都 被 忽略 了 。 

作为 另 一 类 ， 即 所 谓 规 则 曲线 的 代表 ， 我 们 讨论 了 一 个 直径 
1000 km 的 圆周 长 度 测量 问题 。 之 所 以 选 1000 km 作 直 径 ， 是 让 它 
的 圆周 长 与 英国 海岸 线 长 度 可 作 比 较 。 我 们 也 用 等 边 长 的 多 边 形 去 
META. K 3. 2 给 出 了 多 边 形 边 数 ， 每 个 边 长 的 公里 数 和 最 后 
求 得 的 圆周 长 度 的 结果 。 
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尺子 长 100 km RTK 50km 
图 3.1 用 多 边 形 近 似 去 测 基 海 岸 线 
左边 多 边 形 边 长 为 100 km， 右 边 为 50 km 
表 3.2 用 多 边 形 逼 近 法 测量 直径 1000 km 圆 的 圆周 长 度 的 结果 


多 边 形 的 边 数 测 得 的 圆周 长 度 wkm 
6 3000 
12 3106 
24 3133 
48 3139 
96 3141 
192 3141 


由 于 表 3. 1 和 表 3. 2 多 边 形 的 边 长 从 数 km 变 至 数 百 km， 所以， 
我 们 把 表 3. 1 和 表 3. 2 中 的 数据 画 在 双 对 数 坐标 系 上 (图 3.2), BM 
标 系 中 横 坐 标 是 尺度 s 倒数 的 对 数 ， 尺 子 越 小 ， 测 量 结果 就 会 越 精 
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确 。 所 以 把 1/s 看 成 是 测量 精度 的 一 种 度量 ，1/* 越 大 ， 测 量 精 度 就 
越 高 。 测 量 长 度 的 对 数 则 用 纵 轴 表示 。 图 3.2 给 出 了 英国 海岸 线 和 
一 个 直径 1000 km 大 圆 的 测量 结果 。 


lgu 


lg( 1/3) 


图 3.2 英国 海岸 线 和 1000 km ABM E WIE 3E 101 89 BR 
s 是 用 km 表示 的 测量 用 的 尺子 长 度 ，x 是 测量 得 到 的 曲线 长 度 


两 组 测量 数据 都 各 自 落 在 一 条 直线 附近 。1000 km 大 圆 的 数据 
落 在 一 条 斜率 为 0 的 水 平 线 上 ， 而 英国 海岸 测量 结果 可 以 近似 地 用 
一 条 倾斜 直线 来 代表 ， 用 最 小 二 乘法 可 以 求 出 这 条 直线 的 斜率 约 为 ; 
d=0. 36。 我 们 把 英国 海岸 线 数据 在 双 对 数 坐标 中 得 到 的 直线 叫做 拟 
Ai, d0. 36 就 是 这 条 拟 合 线 的 斜率 ,将 ;二 1 km 时 拟 合 线 与 纵 轴 
交点 所 对 应 的 数值 记 为 了»， 显 然 拟 合 线 方程 是 : 


lgu— dlg Lo (3. D 


这 样 ， 我 们 可 以 根据 上 式 来 外 推 ， 当 选用 更 小 的 尺子 时 ， 甚 测 基 结 
果 如 何 的 问题 。 将 式 (3. 1) 改 写 为 
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由 上 式 ， 可 得 


1 
KE (3. 2) 


这 表示 ， 当 所 用 尺子 的 长 度 * 趋 近 于 零 时 ， 英 国 海岸 线 的 长 度 趋 于 
无 穷 。 当 然 ， 从 理论 上 来 讲 ， 这 个 说 法 是 对 的 。 但 从 实际 情况 来 看 ， 
由 于 整个 测量 是 基于 地 图 进行 的 ， 而 对 于 任何 地 图 ，s 都 存在 一 个 下 
限 ， 超 过 这 个 下 限 ，s 再 进一步 变 小 时 ， 测 量 工作 就 无 法 进行 了 。 因 
Jb. u 的 增加 必定 具有 相应 的 上 限 。 

式 (3.2) 所 显示 的 长 度 u MRK 之 间 存 在 着 的 宕 指数 函数 形 
式 ， 我 们 叫做 存在 着 短 律 (power law), u 5j s Zr IR REGE BUE dE. Ui 
明 仅 仅 讨论 海岸 线 多 长 是 不 够 的 ， 真 正 重 要 的 是 ， 在 一 定 范围 ( 指 测 


RA 1/3 
CLIA 


RK 1/9 


CLI 


5 log (1/5) 


(b) 


图 3.3 不 同 测量 尺子 给 出 的 测量 结果 
(a》 用 不 同 长 度 的 尺子 去 测量 Koch 曲线 的 长 度 ;(b》 尺 长 s 和 线 长 w 的 关系 
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HRE s 的 可 能 变化 范围 ) 内 ， 海 岸 线 长 度 服从 震 律 ， 这 才 是 海岸 线 
最 重要 的 特征 。 

应 用 上 面 的 方法 ， 我 们 可 以 从 另 一 角度 讨论 Koch 曲线 的 长 度 。 
令 用 于 测量 的 尺子 长 度 分 别 为 13，L/3，L/3，…，1/3， 图 3.3 
给 出 了 这 些 测 量 的 结果 ， 由 图 3. 3(b) 中 直线 斜率 ， 可 以 得 


log; u= dlog; (+) 


d=log, (=)~o. 2619 


这 个 d tEh TE E 1 E ROR HO A d~o. 36 的 数值 ， 似 乎 表明 ， 
海岸 线 比 Koch 曲线 具有 更 多 的 弯曲 和 更 高 的 复杂 程度 。 

本 节 的 最 后 ， 我 们 再 来 讨论 关于 西班牙 和 葡萄 牙 相 邻 的 国境 
线 长 度 问 题 。 与 西班牙 相 比 ， 葡 萄 牙 是 个 小 得 多 的 国家 ， 因 此 ， 
在 进行 国境 线 测量 时 ， 所 用 的 尺子 也 比 西 班 牙 要 小 ， 同 样 的 边境 
线 ， 用 小 尺子 去 测量 必然 会 得 到 较 大 的 数值 ， 这 就 是 本 章 一 开始 
讲 的 ， 葡 萄 牙 百 科 全 书 中 记录 的 国境 线 较 西 班 牙 的 结果 为 长 的 
原因 。 


上 节 对 英国 海岸 线 长 度 的 讨论 ， 数 学 家 认为 是 一 个 病态 的 例子 。 
海岸 线 最 本 质 的 特点 ， 是 存在 宪 律 ,而 其 长 度数 值 倒 显 得 不 那么 重 
要 。 实 际 上 ， 当 改变 测量 尺度 时 ， 图 形 或 物体 的 长 度 、 面 积 和 体积 ， 
甚至 于 质量 ， 都 随 之 变化 ， 这 些 变化 都 与 图 形 或 物体 的 分 维 有 关 。 
事实 上 ， 早 在 Mandelbrot 对 英国 海岸 线 有 多 长 产生 质疑 之 前 ，Wil- 
son 就 已 提出 了 类 似 的 问题 ， 并 对 真实 物质 的 某 些 量 进行 了 分 析 。 例 
如 粒子 的 质量 ， 一 向 被 认为 是 一 个 常量 ， 众 人 皆 知 ， 任 何 经 验 中 的 
物体 质量 是 固定 的 。 而 Wilson 采用 以 量子 论 的 一 部 分 进入 物理 学 的 
重 整 化 群 方法 推翻 了 这 个 常识 。 把 质量 这 样 的 量 看 成 是 不 固定 的 ， 
似乎 随 测量 者 测量 尺度 的 大 小 变化 而 上 下 浮动 。 这 在 当时 是 多 么 蕊 
唐 ， 而 在 分 形 科学 发 展 的 今天 看 来 却 并 不 荒唐 。 正 是 Wilson 的 工作 
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完善 了 研究 分 形 几 何 对 象 的 重要 手段 一 一 重 整 化 群 的 基础 理论 ,为 
现实 系统 的 实际 计算 提供 了 有 力 途 径 。 

无 论 是 Wilson 所 研究 的 物体 的 质量 ， 还 是 Mandelbrot 所 讨论 
的 海岸 线 长 度 ， 它 们 所 具有 的 规律 性 都 体现 了 分 形 几 何 中 的 标 度 
不 变性 原理 。 而 这 种 标 度 原理 的 外 在 表现 则 反映 于 物体 的 质量 或 
长 度 与 物体 分 维 之 间 的 关系 上 。 本 节 和 下 一 节 就 来 具体 地 讨论 这 
些 关 系 。 

我 们 先 从 讨论 相似 变换 开始 。 图 3.4 是 在 平原 上 的 一 段 平 直 的 
铁路 ， 将 该 图 左 方 小 方 框 中 图 形 放 大 后 ， 所 得 到 的 放大 图 形 ( 图 的 右 
方 ) 与 原来 的 图 形 看 起 来 完全 一 样 ， 这 是 一 个 具有 相似 性 的 例子 。 在 
讨论 分 形 几 何 时 ， 我 们 不 是 讨论 一 般 的 相似 概念 ， 而 是 讨论 自 相似 
Cself-similar) 。 自 相似 的 严格 定义 是 : 将 一 图 形 任意 地 划分 为 许多 小 
的 图 形 ， 而 各 个 小 图 形 都 是 原来 图 形 的 复制 品 。 


图 3.4 相似 变换 图 
左 方 图 中 小 方块 内 图 形 ， 放 大 后 ( 右 图 ) 与 原来 图 形 相似 


如 果 我 们 将 一 个 自 相 似 图 形 缩小 S 倍 ， 原 来 的 图 形 包括 了 a 个 
缩小 的 图 形 ， 从 自 相 似 角 度 定 义 的 分 维 刀 可 以 由 下 式 得 出 ， 
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或 


2.11899 . 
D lg(1/S) 


图 3. 5 给 出 几 个 典型 分 形 图 形 的 结果 。 
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图 3.5 几 个 典型 分 形 的 分 维 
EFA (Sierpinski 44): S=1/2, a—3; 中 图 (Sierpinski Hh) : 
S=1/3, a=8; 下 图 (Cantor #4): S=1/3, a=2 


现在 我 们 来 研究 上 节 海 岸 线 长 度 寡 律 中 的 a 值 与 分 维 之 间 的 
关系 。 因 为 海岸 线 总 长 度 等 于 尺 长 S 与 测量 次 数 a CH: 
u—a*S 
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pu 
lgu=lgat+lgS 


lga—D * lg( 


— 


lgu—d * le( 
简单 推导 可 以 得 出 : 
D-1--d 
TÉ. LUE ERE ER d 可 以 求 出 分 维 D， 反 过 来 ， 
知道 了 DD 也 可 以 方便 地 求 出 ad 来 。 
1985 Æ, M. Sernetz 发 表 了 一 篇 论文 ,研究 包括 人 在 内 的 几 种 动 
物 的 质量 w 和 新 陈 代谢 率 (metabolic ratem 之 间 的 关系 ， 他 发 现 ， 
lgm=algwt lge 


图 3.6 JL CE f AO PEE BRE GAD A 
质量 ( 横 轴 ) 的 关系 (Sernetz，1985) 
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其 中 a 二 0.75。 原 来 人 们 猜测 新 陈 代谢 率 是 和 动物 的 质量 成 比例 的 ， 
但 a—0. 75 的 结果 表明 ， 动 物 的 许多 器 官 结构 具有 分 形 的 几何 形态 
(如 第 一 章 中 所 举 的 人 的 血管 和 肺 的 例子 )。 从 这 以 后 ， 分 形 几 何在 
生物 研究 中 也 得 到 了 重视 和 应 用 (图 3. 6) 。 


3.3 数 盒 子 法 (Box-Counting method) 


这 是 一 种 常用 的 计算 分 形 图 形 分 维 的 实用 方法 。 取 边 长 为 + 
的 小 盒子 (可 以 理解 为 拓扑 维 为 4 HU ALTOS. LAKE SOR 
来 。 由 于 分 形 内 部 有 各 种 层次 的 空洞 和 缝 除 ， 所 以 ， 有 些小 盒 
子 是 空 的 ， 有 些小 盒子 覆盖 了 分 形 的 一 部 分 。 数 数 多 少 小 盒子 
不 是 空 的 ， 所 得 的 非 空 (nonrempty) 盒 子 数 记 为 NCO). Ria Mi 
小 盒子 的 尺寸 >， 所 得 N(Cr) 自然 要 增 大 。 当 -一 0 时 ， 得 到 数 
盒子 法 定义 的 分 维 : 


D=- lim EC (3. 3) 
r-0 gr 


在 实际 应 用 中 只 能 取 有 限 的 ~。 通常 作法 是 求 一 系列 的 > 和 NCr)， 
然后 由 双 对 数 坐 标 中 lgN-lgr 的 直线 的 斜率 求 D,， 这 里 要 强调 的 是 ， 
RG. 3) 必 须要 求 存在 标 度 关系 
Nr) o~r P 

如 果 不 存在 这 种 标 度 关系 ， 就 根本 不 能 使 用 分 维 的 概念 。 这 样 求 出 
的 D, 叫做 容量 维 。 

数 盒子 方法 式 (3. 3) 的 主要 缺点 是 没有 反映 几何 对 象 的 不 均匀 
性 ， 含 有 一 个 点 和 许多 点 的 盒子 在 式 (3.3) 中 具有 同样 的 权重 。 因 
此 ， 我 们 将 修改 分 维 的 定义 ， 并 相应 修改 数 盒子 方法 。 有 具体 作法 是 
把 小 盒子 编号 ， 如 果 第 ;个 盒子 藩 入 N,(7) 个 点 ,我 们 就 知道 分 形 中 
的 点 落 入 第 i 个 盒子 的 概率 

P,(7r)= N.,(r)/N(7) 
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这 里 N(7) 是 总 的 点 数 。 然 后 利用 信息 量 的 公式 


I(r) =— »P.COlog P, (r) 
定义 信息 维 


ro-0 loger 


不 难看 出 ， 当 各 个 盒子 具有 同等 权重 ， 即 P,O —1/NGOBE, fae 
量 1(r) 一 logs N(r)， 这 时 信息 维 D 等 于 容量 Do 

数 盒 子 方法 概念 清楚 ， 但 实用 有 限 ， 只 有 当 分 维 小 于 二 维 或 在 
二 维 附近 时 ， 计 算 才 是 可 行 的 。 当 空间 维 数 增高 时 ， 计 算 量 迅 速 上 
升 。 目 前 实践 中 使 用 最 多 的 是 简便 易 算 的 关联 维 。 

若 在 空间 中 某 一 集合 由 N 个 点 组 成 ， 每 个 点 的 空间 坐标 是 
Zz 二 (i 二 1，2,，…，N)。 凡 空间 距离 小 于 7 的 点 对 ， 称 为 有 关联 的 
点 对 。 数 一 下 有 多 少 对 关联 点 对 ， 它 在 一 切 可 能 的 N^ 配对 中 所 占 的 
比例 称 为 关联 积分 : 


N 
cc) = 4 36-16z-»D 
N vA! 


(3. 4) 


关于 信息 量 的 说 明 : 
PALS A ON 种 可 能 的 结果 (基本 事件 )， 第 i 种 事件 发 生 的 概率 为 P, (1=1， 
2，…，N)， 若 一 信息 告诉 我 们 第 i 种 事件 发 生 了 ， 这 个 信息 带 来 的 信息 量 是 
I,=—lgP, 
例如 掷 硬 币 国徽 向 上 的 概率 P. —0.5, “RR RRA” AR 
为 (为 方便 计 ， 取 对 数 时 以 2 为 底 ， 这 里 信息 量 单位 记 为 it。 若 以 其 他 数 为 底 ， 则 
应 用 另外 相应 的 单位 ) 
I =—log,0.5=1 bit 
显然 ， 信 息 量 与 概率 有 关 ， 概 率 越 大 ， 我 们 获得 信息 量 就 越 小 。 
各 种 基本 事件 发 生 概率 不 同 ， 因 而 携带 的 信息 量 亦 不 同 ， 对 这 些 信 息 量 求 算术 
平均 值 ， 就 得 到 在 这 种 统计 结 爸 下 的 平均 信息 量 
I = 一 yVPlogP 
这 种 平均 信息 量 ， 是 统计 结构 (信息 源 ? 不 确定 的 量度 。 
无 论 是 信息 量 还 是 统计 结构 都 离 不 开 概 率 。 而 概率 描述 的 是 一 种 可 能 性 ， 一 种 
不 确定 性 。 这 说 明 信 息 和 事物 的 不 确定 性 之 间 存 在 着 密切 的 联系 。 
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式 中 台阶 函数 
op 一: M r>0 AY 
0 M rat 
Sr 太 大 时 ,任何 两 点 都 发 生 关 联 ，C(r) 一 1， 取 对 数 后 为 0。 如 果 
取得 合适 ， 而 原始 数据 客观 地 反映 出 
CCr) —rP 
的 标 度 性 质 ， 那 么 可 以 定义 关联 维 D; : 


D,— lim ECCO 
r 一 0 gr 


以 后 我 们 将 说 明 ， 上 面 引 入 的 容量 维 Do. fü SHE D 和 关联 维 
D, 都 是 更 普遍 的 广义 分 维 D, (ge= 王 一 cp，…，0，…， 十 co) 的 特例 。 

下 面 举 例 说 明 数 盒子 方法 的 应 用 。 图 3.7 是 用 数 盒子 方法 求 英国 
海岸 线 的 分 维 D， 我 们 将 包含 整个 英国 的 大 正方 形 盒子 的 边 长 取 作 单 
位 1， 然 后 分 别 用 边 长 1/24 和 1/32 的 盒子 去 覆盖 其 海岸 线 ， 结 果 包 含 
了 海岸 线 的 盒子 数 分 别 是 194 和 283，、 于 是 ， 海 岸 线 的 分 维 DD 为 
lg283 一 lg194 
lg32 一 lg24 


H 


(3. 5) 


D= 


av]. 31 


图 3.7 用 数 盒子 法 计算 英国 海岸 线 的 分 维 
通过 数 包 括 英国 领土 的 小 盒子 数目 ， 计 算 小 盒子 数目 随 盒子 
大 小 的 变化 ， 可 以 求 出 分 维 


这 个 结果 与 前 面 用 改变 测量 尺子 长 度 的 方法 所 得 到 的 结果 十 分 接近 。 

图 3. 8 给 出 了 几 个 不 同 的 分 形 图 形 及 其 测量 得 到 的 分 维 。 从 图 
中 可 以 看 出 ， 图 形 越 平滑 ， 越 规则 ， 其 对 应 的 分 维 就 越 小 。 而 在 日 
常生 活 中 ， 人 们 判断 一 个 图 形 是 否 平 滑 与 规则 都 是 赁 直觉 进 行 的 ， 
如 图 3. 8 中 的 4 个 图 形 ， 任 何人 都 可 以 看 出 左上 角 图 案 比 左下 角 的 
要 平滑 、 要 规则 ， 而 分 维 测量 的 结果 也 正好 表明 了 这 一 点 。 直 觉 判 
断 和 分 维 测量 两 者 符合 得 很 好 ， 这 间接 地 表明 ， 从 人 类 的 直觉 来 看 ， 
分 形 与 分 维 是 描述 自然 界 许多 现象 物理 性 质 的 一 种 有 效 工 具 。 
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图 3.8 几 种 光滑 及 规则 程度 不 同 的 几何 图 形 及 分 维 
人 们 的 直觉 观测 的 分 维 测量 的 结果 是 很 相近 的 ， 越 不 光滑 、 
越 不 规则 的 图 形 具有 越 大 的 分 维 


关于 数 盒 子 方法 还 有 一 点 要 谈 及 的 ， 就 是 数 盒子 方法 的 实质 是 改 
变 粗 视 化 程度 (successive coarsening) 。 对 图 形 进 行 测量 ， 通 常 是 先 从 数 
大 盒子 开始 ， 依 次 减 小 盒子 的 尺度 ， 只 计算 那些 “ 非 空 ”盒子 数 。 但 
有 时 ， 我 们 只 能 得 到 用 很 小 的 盒子 进行 测量 的 结果 ， 如 图 3. 9 最 左边 
一 张 图 所 示 ， 如 果 我 们 有 ， 而 且 只 有 这 种 测量 结果 ， 这 会 产生 一 个 从 
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小 盒子 开始 数 盒子 的 问题 。 这 个 问题 的 解决 需要 一 个 粗 视 化 的 原则 或 
判 据 ， 图 3. 9 下 方 给 出 了 这 种 粗 视 化 的 原则 。 这 些 原则 与 重 整 化 群 中 
的 规则 十 分 相似 。 从 小 盒子 开始 的 数 盒 子 方法 ， 在 定义 分 形 的 其 它 维 
数 和 理论 研究 方面 是 有 用 的 (Russ，1994)。 在 图 3. 9 中 我 们 按照 2X2 
的 原则 进行 粗 视 化 。 特 别 值得 注意 的 是 ， 当 粗 视 化 过 程 中 一 个 大 盒子 
包含 了 两 个 白 盒 子 和 两 个 黑 盒子 时 ， 对 于 这 个 大 盒子 究竟 是 白 还 是 黑 ， 
决定 的 意义 只 能 是 概率 性 的 ， 因 此 这 种 粗 视 化 过 程 势 必 与 统计 分 形 有 
关 ， 它 涉及 到 Kolmogorov 维 数 的 产生 。 
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图 3. 9 从 小 盒子 资料 开始 ， 利 用 粗 视 化 原则 ， 统 计 非 空 大 盒子 的 数目 


计算 分 形 图 形 分 维 的 数 盒子 方法 ， 又 称 为 覆盖 法 ， 它 既 适 用 于 简单 
分 形 ， 也 适用 于 复杂 分 形 。 但 对 于 一 些 特殊 情况 ， 如 工程 断裂 表面 ， 似 
乎 无 法 进行 直接 覆盖 ( 谢 和 平 ，1996)。 因 此 ， 长 期 以 来 ， 人 们 不 断 寻求 
新 的 可 行 方 法 来 对 类 似 于 断裂 表面 的 复杂 形体 进行 分 形 测量 ， 于 是 多 种 
基于 不 同 分 形 原 理 的 测量 方法 就 应 运 而 生 ， 其 中 以 “ 周 长 - 面 积 关 系 ” 
和 “截面 约定 ”为 基础 的 方法 应 用 最 广 ， 下 面 我 们 将 分 别 进行 介绍 。 


3.4 周 长 - 面 积 关系 


对 于 一 个 规则 的 图 形 ， 例 如 一 个 半径 为 > 的 圆 ， 其 面积 A 为 
A=nr’ 
HAK PH 
P-—2nr 
于 是 
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P= (4xA)!? 
这 样 ， 对 于 传统 的 欧 氏 几何 ， 图 形 的 周 长 P 与 面积 A 之 间 的 关系 为 
pA (3. 6) 
人 们 很 早 就 认识 到 许多 图 形 是 不 规则 的 。 图 3. 10 是 1516 年 出 
版 的 一 位 无 名 氏 的 木刻 ， 岛 的 面积 和 岛 的 周 长 都 不 能 像 圆 那 样 简单 
地 得 到 。 经 验 总 结 表明 ， 对 于 给 定 面积 A 的 图 形 ， 它 的 周 长 P 的 最 
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图 3.10 1516 年 一 名 无 名 氏 的 木刻 
表现 了 岛屿 面积 与 岛屿 周 长 的 复杂 关系 
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MAK PHERA LAW. IN PA 是 什么 关系 呢 ? Hentschel 和 
Procaccia(1984) 证 明 ， 对 于 具有 分 形 海岸 线 的 岛屿 ， 其 面积 A 与 周 
KP 的 关系 为 
P~A?? (3. 7) 

式 中 DD 是 海岸 线 的 分 维 数 ， 对 比 式 (3. 6) 和 式 (3.7)， 在 相同 面积 条 
件 下 ， 英 国 的 海岸 线 比 圆 形 岛屿 的 周 长 要 大 许多 ， 就 在 于 海岸 线 的 
分 维 Ds*1.36。 下 面 我 们 给 出 几 个 另外 的 例子 。 

Kent 和 Wong(1982) 调 查 了 加 拿 大 Ontario 地 区 的 21 个 湖 的 面 
积 与 周 长 ( 图 3. 11)， 发 现 用 分 形 图 形 的 面积 - 周 长 关系 去 拟 合 实测 资 
料 ， 效 果 很 好 ， 且 了 =1.50 士 0. 18。 
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图 3.11 加 拿 大 Ontario 地 区 的 21 个 湖 的 面积 
与 周 长 关 系 (Kent 和 Wong，1982) 


Lorejoy(1982) 利 用 雷达 和 卫星 资料 测量 了 降雨 云 的 面积 和 周 长 ， 
雷达 的 分 辨 率 为 1 kmX1lkm， 而 卫星 测量 的 分 辩 率 为 4.8 km X 


4. 8 km, 所 得 结果 如 图 3. 12 所 示 ， 与 分 形 关系 符合 得 也 相当 好 。 云 
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P/km 


3.12 利用 雷达 和 卫星 资料 得 到 的 降雨 云 的 
面积 和 周 长 关系 (Lorejoy，1982) 


区 的 面积 可 以 从 1 km? 变化 至 1000000 km? C6 个 数量 级 ) ， 而 云 区 的 
周 长 变 化 也 可 以 超过 3 个 数量 级 。 图 中 的 黑 点 给 出 的 地 面 降雨 区 的 
面积 和 周 长 ， 这 里 降雨 区 的 定义 是 指 每 小 时 降水 量 超过 0. 2 mm 的 
地 区 。 由 图 中 的 数据 ， 可 以 算出 对 于 降雨 云 而 言 ， 


_4 
D=; 


Hack(1957) 分 析 了 美国 许多 河流 的 情况 后 发 现 ， 若 用 P 表示 河 
流 的 长 度 ，A 表示 河流 的 流域 (图 3. 13) ， 两 者 之 间 存 在 着 经 验 统计 
关系 
P~ AP? 
+ 69 。 
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图 3. 13 世界 各 主要 河流 的 长 度 与 流域 面积 的 关系 (Hack，1957) 
图 中 数字 代表 河流 名 称 如 下 : 1. 亚马逊 河 ; 2. 刚果 河 ; 3. 尼罗河 ; 4. W 
西西 比 河 ; 5. 奥 伯 河 ; 6. 塞纳 河 ; 7. 阿穆尔 河 ; 8. Mackenjile 河 ; 

9. KIGO 以 下 河流 名 称 略 去 ，1 mile=1609. 344 m) 


令 人 吃惊 的 是 ， 研 究 发 现 这 个 关系 式 也 适用 于 其 他 地 区 的 河流 。 对 
于 全 球 河流 的 平均 值 ，D 王 1.2， 这 个 关系 在 河流 学 中 称 之 为 Hack 
定律 。 

1984 年 ，Mandelbrot 等 发 明了 一 种 新 技术 ， 用 于 材料 科学 中 对 
材料 断裂 后 形成 的 断面 进行 分 析 。 他 们 的 基本 思想 是 : 断裂 面 是 分 
布 在 三 维 空间 的 一 个 立体 面 ， 对 它 进行 几何 分 析 有 时 比较 困难 。 如 
果 我 们 将 该 材料 的 断裂 面 磨 平一 部 分 ， 被 磨 平 的 部 分 相当 于 “和 岛 
屿 ”， 没 有 被 磨 到 的 部 分 相当 于 “海洋 ”， 这 时 测 基 得 到 的 所 有 “和 岛 
是 ”的 面积 之 和 与 所 有 “岛屿 ”的 周 长 之 和 ， 在 图 3. 14 上 表示 为 一 
个 实验 点 。 接 着 再 多 磨 去 -点 材料 的 断裂 面 ， 使 更 多 一 点 的 “岛屿 ” 
露出 来 ， 这 样 在 图 3. 14 上 又 可 以 得 到 另外 一 个 点 。 多 次 磨 平 ， 就 可 
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以 得 到 一 系列 点 ， 在 双 对 数 坐 标 中 ， 这 些 点 显示 了 一 种 线性 的 关系 。 
按照 前 面 介绍 的 求 海岸 线 分 维 的 类 似 方法 ， 从 图 3. 14 中 由 直线 斜率 
可 以 求 出 平面 上 断裂 面 的 分 维 D, 根据 下 节 介 绍 的 从 二 维和 三 维 观 
察 分 形 得 到 的 分 维 数 之 间 的 关系 ， 应 用 

D=D +1 


面积 /um 
5 


10 10° 10° 10° 
AK /um 


图 3.14 金属 断面 分 形 分 析 (Mandelbrot et al, 1984) 


这 样 ， 从 断裂 面 与 一 平面 交 线 的 分 维 ， 可 以 了 解 断裂 面 的 分 形 形 态 
和 其 分 维 数 。 这 种 分 析 方 法 已 在 冶金 和 岩石 等 材料 的 研究 中 得 到 了 
广泛 的 应 用 (Stupak and Donovan, 1988), ， 例 如 利用 测量 得 到 断面 的 
分 维 ， 研 究 治 金 的 机 理 ， 寻 找 分 维 与 材料 各 种 性 质 的 关系 等 。 


3.5 截面 约定 (zero-sets) 


在 测量 分 维 时 ， 有 一 个 约定 (通常 称 为 zero-sets) 是 很 有 用 的 ， 
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这 个 约定 来 源 于 欧 氏 几何 学 。 用 一 个 平面 (所 谓 的 截面 ) 去 和 所 研究 
的 对 象 相交 ， 仿 佛 用 该 截面 把 研究 对 象 切 开 一 样 。 在 欧 氏 几 何 学 中 ， 
三 维 物体 在 该 截面 上 的 交 线 是 二 维 的 ， 二 维 物 体 在 该 截面 的 交 线 是 
一 维 的 ， 而 一 维 物体 与 该 截面 相交 成 为 了 一 个 零 维 的 点 。 概 括 来 说 ， 
d 维 物体 在 该 截面 上 的 交 线 为 4 一 1 维 。 这 种 降 维 的 截面 ， 往 往 给 物 
体内 部 的 研究 提供 了 方便 (图 3. 15(a)) 。 


(a) 


图 3.15 分 形 物体 与 一 平 截面 相交 时 分 维 的 确定 
Ca) 传统 的 欧 氏 儿 何 体 与 一 平面 相交 ， 平 面 上 的 图 形 的 维 数 要 减 小 一 
5. 三维 的 球 变 成 二 维 的 圆 ， 二 维 的 平面 变 成 一 维 的 线 ， 一 维 的 直线 
变 成 零 维 的 点 ; (b> 统计 分 形体 的 分 维 是 D， 在 与 其 相交 的 平面 上 进 
行 测量 ， 分 维 为 D 一 1， 在 与 其 相交 的 A-A 线 上 测量 ， 分 维 足 了 一 2 


现在 将 欧 氏 几何 中 的 概念 移植 到 分 形 几 何 中 来 : 用 一 截面 与 分 
形体 相交 ， 它 们 与 截面 相交 形成 的 图 形 要 减少 一 维 ; 它们 与 直线 相 
交 形 成 的 点 集 要 减少 二 维 ( 图 3.15(b))， 若 以 Ds, D; p RRAZ 
间 、 从 截面 、 从 截 线 上 观测 这 个 分 形体 的 维 数 ， 则 有 

Di-p—-D;-ptl-D;p»t*2 
这 就 是 通常 所 说 的 截面 约定 ， 它 将 从 不 同 角度 对 分 形 进 行 测量 的 结 
果 定 量 地 联系 起 来 了 。 

地 质 学 家 对 断层 系 十 分 关心 ， 断 层 系 是 展 布 在 三 维 空间 的 一 个 
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系统 ， 但 地 质 学 家 最 常用 的 方法 是 在 地 表面 断层 系 进行 观测 和 测 其 

(Okubo and Aki, 1987; Sornette，1990) 人 他们 得 到 的 是 用 地 表面 作 

为 一 个 截面 对 三 维 断 层 系 进 行 测 量 的 结果 ， 如 果 地 表面 上 测 得 的 断 

层 系 的 分 维 是 D 六 -po 的话， 那么， 断层 系 的 真正 分 维 DWH 
D=D,-p+1 


ERE 


(a) 


GV NN 


A 
AD 
OA 
4 A 4 AN 
AA CA ANN AD 
IAA A ANA 
BA DA BA BAN 


Dooooooooa 
of jo of lo o[ fo 
DOoooDoooo 
ooo 
ofl ]e 
% jooo 
pDoODoOoOOoOaDDA 
o[ jo of Jo of Jo 
gauaadaagua 


\g3 
D,2-D) -.— = 158 _ lg 
Ig D,(2-D) = 793 = 189 
lg4 | 
-Dy2—- g4 
D3-D) 73557 20 D3-D) 71,57 297 
(b) (c) 


图 3.16 断层 系统 的 理想 化 分 形 模型 
(a) Sammis 等 (1987) 提 出 关于 断层 系统 的 一 个 理想 化 的 分 形 模型 ， 左 方 是 二 维 模 
型 ， 右 方 是 三 维 模型 ， 三 维 模型 的 分 维 可 以 通过 二 维 模型 的 分 维 简单 地 
加 1 而 得 到 ; (b) Sierpinski 分 形 模型 ，D:-p 比 Den K 0. 42; 
(c) 三 维 Sierpinski f£, Diy KK D; X 1. 08 
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1995), Robertson 等 举 出 了 一 些 数 学 分 形 的 例子 。 第 一 个 例子 是 
Sammis 1987 年 提出 的 表示 断层 系 的 一 个 理想 化 的 分 形 模型 (图 3. 16 
(a))。 计 算得 到 这 个 模型 的 D; -= 一 2.58，D: -op 一 1.58， 所 以 二 维 图 
形 的 分 维 正 好 比 三 维 图 形 小 了 单位 1， 但 图 3. 16(b)) 和 图 3. 16(c) 给 
出 的 两 个 经 典 的 分 形 ， 三 维 模型 计算 出 来 的 D;,-p 和 二 维 模型 计算 出 
来 的 D_bv 之 间 就 没有 了 截面 约定 中 的 关系 ， 两 个 模型 中 DDD 
DD,_b 的 相差 值 分 别 是 0. 42 和 1.08，Robertson 分 析 了 图 3. 16 的 情 
况 后 指出 ， 截 面 约定 成 立 的 条 件 必须 是 :， D:_p 是 在 各 种 不 同方 向 上 
取 截 面 时 的 平均 结果 。 也 就 是 说 ， 截 面 的 取 法 对 结果 有 很 大 的 影响 。 
在 图 3. 16(a) 中 ， 二 维 截面 与 三 维 分 形体 表面 平行 ， 而 图 3. 16(b) 和 
图 3. 16(Cc) 中 的 二 维 截面 也 都 是 具有 特定 方位 的 。 从 这 个 意义 上 来 
说 ， 截 面 约定 在 规则 的 数学 分 形 中 只 是 近似 地 成 立 ， 而 对 于 实际 自 
然 界 中 存在 着 大 量 统 计 分 形 来 说 ， 它 本 身 已 包含 了 统计 平均 的 意义 ， 
只 有 在 这 种 情况 下 ， 截 面 约定 才能 被 广泛 地 应 用 于 许多 研究 领域 
之 中 。 


练 cj ou 


1. 15 世纪 ，Albert Durer 提出 了 图 3. 17 所 示 和 迭代 过 程 : 将 一 个 
五 边 形 分 成 6 个 小 五 边 形 和 5 个 彼此 相隔 的 三 角形 ， 三 角形 的 长 边 
与 短 边 之 比 记 为 g， 显 然 


g=1/2 cos72 一 


1 十 V5 
2 


图 3.17 Durer 提出 的 一 种 生成 分 形 的 迭代 过 程 
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每 次 迭代 过 程 五 边 形 的 边 长 缩小 (1 十 g) 倍 ， 证 明 对 于 这 种 Durer 图 
形 ( 二 维 )， 其 分 维 为 

D-1g6/lg(1-- g) 
对 于 Durer 图 形 的 边界 曲线 ， 其 分 维 为 

D-—1g4/lg(1-- g) 

2. 用 改变 尺度 的 方法 测量 英国 海岸 线 的 长 度 ， 发 现 当 测 量 尺 度 
无 限 小 时 ， 其 海岸 线 长 度 趋 于 ce 。 当 我 们 用 同样 的 方法 去 测量 一 个 
圆 的 周 长 时 ， 当 测量 尺度 无 限 变 小 时 ， 圆 的 周 长 却 趋 近 于 一 个 有 限 
数值 。 两 者 情况 为 什么 不 同 ( 提 示 : 对 于 规则 的 图 形 圆 而 言 ， 其 分 维 
D 王 1， 而 海岸 线 的 分 维 D>1)? 

3. 找 一 幅 中 国 地 图 (任意 比例 尺 均 可 )， 利 用 圆规 或 直 尺 ， 用 数 
盒子 方法 测量 中 国 海岸 线 ( 或 其 部 分 ) 的 分 维 数 。 讨 论 其 无 标 度 区 的 
范围 (提示 如 下 表 ) 。 


r/km N Inr InN 
30 203 3.4 5. 3 
45 125 3.8 4.8 
60 87 4.1 4.5 
90 56 4.5 4.0 
150 31 5.0 3.4 
210 20 5.4 3.0 
300 13 5.7 2.5 
D1. 20 
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第 四 章 统计 分 形 


我 们 遇 到 的 分 形 ， 大 体 上 可 以 分 成 两 类 : 一 类 是 严格 满足 自 相 
似 条 件 的 分 形 ， 如 前 几 章 介绍 的 Cantor RA, Koch 曲线 等 ， 分 形 
的 自 相 似 性 所 要 求 的 整体 和 其 局 部 完全 (从 形状 、 数 量 等 所 有 的 角度 
来 看 都 是 ) 相 似 的 条 件 得 到 严格 的 满足 ， 另 一 类 是 自然 界 中 过 到 的 大 
多 数 图 形 ， 如 连绵 起 伏 的 山脉 轮廓 线 ， 曲 折 蚁 晓 的 江河 川 流 ， 频繁 
演变 的 海岸 线 ， 变 幻 无 常 的 布朗 微粒 运动 轨迹 ， 以 及 材料 断裂 后 展 
示 的 奇妙 的 断口 图 像 等 ， 它 们 的 自 相 似 性 是 近似 的 或 者 说 是 在 统计 
意义 上 成 立 的 。 这 第 二 类 的 分 形 ， 我 们 称 之 为 统计 分 形 。 


4.1 数学 分 形 和 统计 分 形 


自然 界 的 许多 事物 和 现象 表现 出 极为 复杂 的 形态 ， 而 不 是 数学 
分 形 所 显示 的 那样 理想 化 。 自 相似 性 或 标 度 不 变性 往往 以 统计 方式 
表示 出 来 ， 即 当 改 变 尺 度 时 ， 在 该 尺度 包含 的 部 分 统计 学 的 特征 与 
整体 是 相似 的 。 这 种 分 形 是 数学 分 形 的 一 种 推广 ， 叫 做 统计 分 形 或 
无 规 分 形 。 

下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 什么 是 统计 分 形 。 我 们 还 是 以 Koch 曲 
线 为 例 。 但 是 这 里 我 们 在 原来 生成 Koch 曲线 的 过 程 中 加 入 随机 成 
分 。 图 4.1 中 给 出 了 生成 随机 Koch 曲线 的 原则 : 一 条 线段 三 等 份 
后 ,保留 两 端的 1/3 不 动 ， 中 间 的 1/3 或 者 向 上 西 为 等 边 三 角形 的 
两 条 边 ， 或 者 向 下 利 为 等 边 三 角 的 两 条 边 ， 我 们 假定 向 上 辐 或 向 下 
凹 的 机 会 是 相等 的 。 

图 4. 2 给 出 了 按照 上 述 原则 和 迭代 5 次 后 的 随机 Koch 曲线 ， 随 意 


地 取出 该 曲线 的 一 部 分 与 整个 曲线 相对 比 ， 在 不 同 尺 度 图 形 中 的 折 
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图 4.1 加 入 随机 因素 后 ， 生 成 Koch 曲线 的 原则 为 : 
两 种 可 能 的 结果 出 现 的 机 会 是 相等 的 


线 数 日 ， 折 线 角度 以 及 其 他 统计 特征 是 相似 的 ， 但 当 我 们 把 随机 
Koch 曲线 与 前 面 介绍 的 Koch 曲线 相 比 ， 形 状 则 完全 不 同 了 。 图 
4. 2 中 曲线 的 生成 是 在 简单 的 确定 性 原则 中 加 进 了 随机 的 成 分 而 得 到 
的 。 值 得 指出 的 是 ， 图 4.2 中 第 1 级 的 随机 Koch 曲线 有 两 种 可 能 
性 ， 而 第 2 级 随机 Koch 曲线 则 有 2° »x 2" 种 可 能 性 ， 依 此 类 推 , 第 3 
级 曲线 有 27 X 2" X2* 个 变种 ,第 nn 级 曲线 则 有 2 X24 X X27 个 
变种 。 请 注意 ， 对 于 第 5 级 曲线 ， 变 种 数 为 2 种 ， 我 们 称 这 样 多 的 
曲线 的 集合 为 随机 Koch 曲线 ， 图 4. 2 中 画 出 的 第 5 级 随机 Koch fil 
线 ， 只 是 这 252 条 曲线 中 的 一 种 。 因 此 可 见 ， 简 单 生成 规律 与 随机 成 
分 的 结合 ， 可 以 产生 巨大 数目 的 多 种 多 样 的 形态 ， 而 这 么 多 的 形态 
之 中 ,包含 着 相同 的 统计 规律 ， 这 是 规律 性 和 多 样 性 (复杂 性 ) 的 统 
一 ， 也 正 是 统计 分 形 受 到 重视 的 原因 。 

数学 分 形 是 一 种 理想 的 情况 ， 它 必须 具备 两 个 条 件 : 〈1) 数 学 分 
形 曲线 必须 具有 无 穷 的 “层次 (hierarchy)” 结 构 ， 像 Koch 曲线 (图 
1. 6) 那 样 ， 数 学 分 形 集合 必须 是 无 限 点 的 集合 ， 像 Cantor 集合 那 
样 ， 只 有 无 限 层次 结构 ， 才 能 使 得 自 相 似 性 ( 标 度 不 变性 ) 处 处 成 立 ; 
(2) 数 学 分 形 的 任何 一 个 局 部 放大 后 ， 都 和 整体 完全 相似 (形状 、 数 
量 以 及 统计 分 布 上 都 相似 ) 。 数 学 分 形 是 分 析 自 然 界 复杂 事物 的 一 个 
数学 模型 。 要 想 具 体 应 用 到 真实 的 自然 现象 ， 我 们 应 该 对 数学 分 形 


做 些 推广 和 修正 。 概 括 来 说 ， 推 广 有 两 个 方面 : 第 一 由 无 穷 “层次 ” 
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图 4.2 和 迭代 5 次 后 的 随机 Koch 曲线 


结构 到 有 限 的 “层次 ”结构 ， 或 由 无 穷 集合 到 有 限 集 合 的 推广 。 这 
里 就 产生 了 在 一 定 范围 内 自 相似 性 或 无 标 度 性 成 立 的 问题 ， 即 无 标 
度 区 间 的 问题 ， 第 二 由 严格 的 数学 相似 性 到 近似 的 统计 相似 性 的 推 
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广 。 在 下 面 的 两 节 中 ， 我 们 分 别 对 这 两 个 方面 的 推广 做 些 介绍 。 

图 4. 2 所 示 的 随机 Koch 曲线 的 例子 ， 保 留 了 曲线 无 穷 层次 的 特 
点 但 对 自 相似 的 内 容 做 了 推广 。 它 的 一 个 部 分 放大 后 ， 其 统计 特征 
与 整 条 曲线 是 相似 的 。 研 究 这 种 统计 分 形 ， 使 用 概率 的 语言 来 描述 
统计 特征 是 十 分 合适 的 。 


4.2 统计 特征 和 超越 率 函 数 


概率 论 是 研究 随机 现象 数学 规律 的 学 科 。 所 谓 随机 现象 是 指 这 
样 的 客观 现象 ， 当 人 们 观察 它 时 ， 所 得 结果 不 能 预先 确定 ， 而 只 是 
多 种 可 能 结果 中 的 一 种 。 在 自然 界 和 人 类 社会 中 ， 存 在 着 大 量 的 随 
机 现象 。 例 如 ， 图 4.2 产生 的 分 形 就 有 许 许 多 多 形状 。 从 原始 图 形 
出 发 ， 按 照 图 4. 2 要 求 的 规则 ， 每 一 次 产生 图 形 的 过 程 称 之 为 一 次 
随机 试验 ， 随 机 试验 的 每 一 种 可 能 的 结果 称 之 为 一 个 基本 事件 ， 一 
个 或 一 组 基本 事件 通称 随机 事件 ， 或 简称 事件 。 事 件 发 生 的 可 能 性 
量度 则 叫做 其 概率 。 

在 进行 分 形 几 何 研究 时 ， 我 们 把 描述 集合 (或 图 形 ) 中 元 素 的 随 
机 变量 (如 元 素 的 大 小 、 位 置 、 质 量 等 ) 取 作 &。 随 机 变量 4 的 统计 特 
征 可 以 由 以 下 三 种 方法 来 描述 : 


1. 概率 密度 函数 f(r) 


fdr 表示 随机 变量 & 落 入 (r,，r 十 dr) 区 间 中 的 概率 prex 
r 十 dr)， 即 
pr<é Sr+dr) = f(r)dr 
由 概率 的 定义 ， 显 然 要 求 
0<f(<l 


2. DMAA F(r) 
F(7) 是 随机 变量 & 二 7 的 概率 ， 即 
FG) = pr) = | reor 
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显然 : fC) =dF(r)/dr, 

因此 ， 对 所 有 的 7 RBA FOr), PRA RR MIT 6 的 概率 
密度 函数 f(r)。 换 句 话 说， 随机 变量 e 的 概率 分 布 可 由 其 分 布 函数 
FO) Are. BROW, 我 们 可 以 知道 分 布 昂 数 F(r) 具 有 下 列 
性 质 : 

C1) FGO c B% eR C s 

(2) F(+oo)=1, FC—09)-0; 

(3) F(7) 处 处 右 连 续 。 


3. 超越 率 函 数 P(7) 
P() 是 随机 变量 之 了 的 概率 ， 即 


oo 


P(r) = p(t 之 7) = 1— FF(r) = [roe 


BR: PH+FO)=1, f=—dp@)/dr,. KX PBR MAT R 
数 P(r) 为 保证 率 函 数 ， 它 指 随机 变量 大 于 某 个 数值 的 概率 ， 例 如 某 
处 水 位 高 于 60 m 的 概率 等 。 在 地 震 危险 性 分 析 中 则 称 P(x) 为 超越 
率 函 数 ， 通 过 它 给 出 某 地 区 地 震动 参数 大 于 某 水 平 的 超越 概率 。 

利用 上 述 几 种 描述 ， 随 机 变量 的 一 些 统计 特征 就 可 求 出 。 这 里 
主要 介绍 数学 期 望 和 方差 。 数 学 期 望 是 研究 随机 变量 数字 特征 的 最 
常用 的 特征 量 。 数 学 期 望 的 统计 意义 就 是 对 随机 变量 进行 长 期 观测 
或 大 量 观测 时 所 得 数据 的 平均 值 ， 常 用 符号 ECO RAMEE EH 
数学 期 望 ， 


十 co 
Ec = [efcode- a 


上 式 中 常数 a RE 的 数学 期 望 。 在 有 限时 间 内 对 上 的 有 限 次 观测 ， 
由 上 式 计 算得 到 的 值 是 一 个 与 实验 或 观测 次 数 有 关 的 变量 ， 但 实验 
或 观测 次 数 越 多 ， 它 越 接近 a 值 。 

为 了 衡量 一 个 随机 分 布 的 分 散 程度 ， 可 以 计算 随机 变量 对 其 数 
学 期 望 偏离 的 平均 值 ， 即 EC(& 一 a)， 但 是 由 于 t-aHiER fo NE 


抵消 ， 不 能 真实 地 反映 & 的 偏离 程度 ， 所 以 我 们 先 取 偏差 ($ 一 a) 的 平 
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方 的 平均 数 : EL[ (8 一 a)*]， 然后 再 开 方 ， 这 样 就 得 到 了 随机 变量 & 
的 方差 D(&) 和 标准 方差 o6): 

DO =e = E[(é—a)?] 

oe) = VD = J/EL(E—a)? ] 
若 考虑 到 数值 较 大 的 随机 变量 一 般 有 较 大 标准 方差 的 情况 ， 我 们 可 
以 用 一 个 无 量 纲 的 参数 


来 衡量 分 布 的 相对 分 散 程度 ，Cy 叫做 分 布 的 离 差 系数 。 
有 了 上 述 概率 基本 知识 ， 我 们 再 回 到 统计 分 形 的 讨论 。P(Cr) 是 
描述 统计 特征 的 基本 参数 ， 自 相似 性 要 求 
P(br) ~ P(r)G(b) (4.1) 
式 中 5b 是 一 变换 系数 ， 是 常数 。G(5) 是 与 7 无 关 的 ， 只 与 5 有 关 的 函数 。 
著名 数学 家 Cauchy 曾经 专门 研究 过 以 下 4 类 方程 
(a) flaty=fla)+ fly) 
(b> flatw= fla fy 
(c) flay) = fla) + fly) 
(D flxzy)= f(r) fy) 
1821 Æ, Cauchy 证 明了 满足 上 述 方程 的 函数 形式 必然 是 
(a) ” f(z) 二 cx(c 是 常数 ,下 辐 ) 
(b) fGO-—e*mÓm f(x) =0 
(c) f(x) =clgx 
(d) f(x) =a2° R f(x) =0 
(证 明 可 参考 G. Korvin, 1992), BA, WERC. DHIR Ee 
函数 ， 即 


P(r)~r ? (4. 2) 
考虑 到 超越 率 函 数 POSL, MURRER. M r 变换 成 br 时 
P(br)—r "b" 


即 在 尺度 变换 时 ， 分 形 集合 的 统计 特征 (用 各 种 形式 所 表现 出 来 的 ) 
是 不 变 的 。 这 种 寡 函 数 形式 的 超越 率 函 数 所 表达 的 统计 特征 ， 在 统 
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计 分 形 中 起 着 十 分 重要 的 作用 。 

RO. 2) 在 描述 自然 事件 ， 特 别 是 在 描述 地 学 事件 的 分 布 中 ， 有 
着 极为 广泛 的 应 用 。 在 处 理 各 种 实际 问题 时 ， 可 以 使 用 事件 € 出现 
的 频 度 近似 地 替代 超越 率 函 数 。 若 N( 之 7) 是 线 度 大 于 或 等 于 r 的 事 
件 或 集合 的 数目 ， 则 统计 分 形 要 求 下 面 的 公式 成 立 : 


NGD-S (4. 3) 


式 中 ，C 是 个 常数 ; D 是 分 形 集合 的 分 维 。 式 (4.3) 作 为 自然 现象 的 
一 种 统计 描述 ， 它 的 应 用 具有 近似 的 意义 ,但 使 用 中 必须 注意 7+ 取 
值 的 上 限 和 下 限 问题 。 


4.3 无 标 度 区 


当 我 们 研究 由 许多 自然 事件 (或 现象 ) 组 成 的 一 个 集合 时 ， 如 果 
选择 超越 率 函 数 作为 描述 这 些 事件 统计 分 布 的 特征 指标 ， 研 究 表 明 ， 
许 许多 多 的 自然 现象 都 服从 式 (4. 3) 所 示 的 统计 分 形 关系 。 我 们 首先 
对 每 个 事件 给 出 表征 该 事件 大 小 的 特征 量 ~>， 例 如 研究 火山 时 ， 我 们 
规定 每 次 火山 喷发 时 路 出 的 火山 灰 总 体积 的 立方 根 ， 就 是 衡量 这 次 
火山 路 发 事件 大 小 的 定量 指标 ; 又 如 研究 活 断 层 (或 岩石 样品 中 的 裂 
SOR, MERKE r 作为 描述 断层 大 小 的 一 种 度量 等 。 然 后 统计 在 
事件 集中 大 于 或 等 于 ~ MSFN). R41 给 出 了 许多 作者 研 
究 各 种 自然 现象 得 到 的 结果 。 


表 4.1 统计 分 形 的 一 些 例子 


六 (大 于 或 等 于 
rl ) D( 分 维 ) 
f F 事件 大 小 的 事件 数 ) 分 维 
————MT 0-7 
Z rh 
日 本 活 断层 系 的 分 形 结构 断层 数目 1.60 
(Hirata, 1987, 1989) 
中 国 东南 活动 线性 构造 


( 孔 繁 臣 ，1991) 
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续 表 


N( 大 于 或 等 于 > 
Bl F rl 小 ) (分 名 
| 事件 大 省 的 事件 数 ) DCH) 


KHA 1 
werde | 破裂 长 度 EAKA 。 .40~1.75 


《Zhao et al. , 1993) 


内 华 达 基 岩 露头 上 的 破裂 
(Barton et al. , 1989) 


RAKE 破裂 数目 1.7 


全 球 火 山 喷 发 统计 WBE tH kL IR 


/ 3 2.14 
(McClelland etal., 1989) | 的 等 效 半 径 火山 喷发 的 数目 


天 然 断 层 泥 中 颗粒 大 小 


的 分 布 (Scholz，1991) 颗粒 直径 颗粒 数目 


圣 安 德 烈 斯 断层 


£s E 1.12—1. 43 
COkubo and Aki, 1987) 断层 长 度 断层 数目 


矿产 储量 和 矿石 品位 


矿石 储量 矿产 数目 1.16—2.01 
(Turcotte, 1993) 


地 震 频 度 和 震级 
(Gutenberg et al. , 1954) 


震级 地 震 频 度 1.6~2.4 
这 里 ， 我 们 举例 来 说 明 统计 分 形 中 存在 着 的 特殊 问题 。 所 举 的 
例子 是 岩石 的 破碎 。 破 碎 岩 石 是 矿产 开采 作业 中 最 基本 的 过 程 ， 尤 
其 是 对 于 破碎 后 岩石 块 度 分 布 规律 的 研究 ， 一 直 是 评价 破碎 方法 、 
研究 破碎 机 理 、 决 定 开采 方案 以 及 选矿 等 至 关 重要 的 课题 。 岩 石 发 
生 破 碎 后 形成 了 许多 大 大 小 小 的 碎 块 ， 这 些 碎 抉 的 集合 叫做 碎 形 
(Fragmentation 。 碎 形 中 关于 碎 块 大 小 与 频 度 的 一 种 经 验 关 系 是 
Weibull 分 布 : 


Lu 


式 中 ，M(<<r) 是 所 有 尺寸 小 于 7 AIRERA ICE A CUT A a z: i 77 
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法 很 容易 地 求 出 ); M 是 整个 碎 形 集合 的 质量 ; r 是 碎 块 的 平均 尺 
T: 7y 是 个 常数 ， 可 以 由 实验 方法 求 出 。 
4rK<r 时 (注意 ， 这 是 以 下 结论 的 前 提 条 件 ) ， 将 指数 函数 进行 
Taylor 级 数 展开 ， 并 上 略 去 二 次 项 后 ， 得 
MSP (Ty 
M, 
式 (4. 3) 与 式 (4.4) 的 联系 ， 可 以 通过 取 增 量 的 办 法 加 以 显示 ， 取 式 
(4. 4) 的 微分 


(4. 4) 


To 


dM(<r) ~r7'dr 

即 
dCM — M(2r)) = —dMCznD-—r dr 

所 以 

dM(2r)~—r dr 
取 式 (4. 3) 的 微分 

dNCZnD-—rP"dr 
MAR N 增 量 与 质量 M 增 量 又 有 以 下 关系 

dN~r ;dM 
于 是 可 得 
D-—3—y 
图 4. 3 给 出 了 关于 碎 形 的 一 些 实际 测量 结果 。 这 些 测量 结果 都 
与 式 (4. 3) 非 常 一 致 ， 而 且 无 标 度 区 ( 指 分 形 关系 成 立 的 尺度 范围 ) 可 
ik 2 一 4 个 数量 级 ， 每 个 测量 结果 给 出 的 分 维 值 D 一 2. 5 AA, BE 
常 一 致 。 这 个 例子 表明 ， 老 指数 分 布 是 自然 现象 在 一 定 范 围 内 很 好 
的 描述 。 这 个 例子 还 表明 ， 不管 岩 石 破 裂 是 由 于 煤矿 开采 、 地 下 核 
爆炸 还 是 另外 的 原因 ， 所 得 的 碎 形 有 着 相近 的 结构 ， 其 统计 结果 都 
是 一 样 的， 反映 了 岩石 内 在 的 属性 ， 揭 示 了 分 形 背后 更 为 深刻 的 物 
理 规律 。 
反映 统计 分 形 的 关系 式 (4. 3) 是 在 一 定 范围 内 存在 的 。 以 岩石 

的 碎 形 为 例 ， 当 我 们 研究 采 煤 过 程 中 煤 块 大 小 的 分 布 时 ， 一 方面 ， 
由 于 煤层 厚度 等 条 件 所 限 ， 讨 论 直 径 几 米黄 至 几 十 米 的 大 煤 块 是 


没有 意义 的 ， 这 决定 了 所 研究 的 实际 煤 块 大 小 分 布 的 上 限 。 男 一 方 
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图 4.3 岩石 碎 形 的 一 些 实际 测量 结果 
岩石 破裂 后 形成 各 种 大 小 的 碎 块 ， 取 每 个 碎 块 体积 的 立方 根 作为 对 其 大 小 的 一 种 客观 
度量 。 图 中 给 出 了 采 煤 过 程 中 的 煤 块 (Bennetl，1936) ;6. 1 万 吨 核 爆炸 形成 的 花岗岩 
碎 块 CSchoutens，1979) 和 2.6 km/s 的 炮弹 射 在 玄武 岩石 上 产生 的 碎 块 (Fujiwara et al.， 
1977) 的 分 布 。 图 中 的 数字 是 用 最 佳 拟 合 方法 得 到 的 碎 块 分 布 的 分 维 


面 ， 采 煤 过 程 中 研究 那些 半径 小 于 0. 01 mm 的 煤 块 也 是 没有 意义 
的 。 因 此 ， 在 实际 问题 中 ， 统计 分 形 关 系 (4. 3) 式 只 能 在 一 定 的 尺 
度 范 围 内 成 立 ， 超 过 了 这 个 范围 ， 就 失去 了 意义 。 该 范围 称 为 无 标 
度 区 间 。 无 标 度 区 间 是 统计 分 形 中 的 一 个 重要 的 限定 ， 也 是 一 个 重 
要 的 概念 。 显 然 ， 用 统计 方法 求 统计 分 形 参 数 时 ， 无 标 度 区 间 不 能 
太 小 ， 否 则 不 能 保证 有 足够 的 统计 样本 ， 也 不 能 得 到 可 靠 的 统计 
结果 。 

本 节 的 主要 例子 主要 来 自 地 学 ， 下 面 给 出 另外 两 个 例子 ， 一 个 
来 自 物理 学 ， 一 个 来 自 天 文学 。 这 两 个 统计 分 形 的 例子 都 在 科学 的 
发 展 进程 中 引起 过 争论 。 

例 1 粒子 Brown 运动 的 轨迹 ， 其 轨迹 是 由 大 量 的 折线 组 成 ， 处 
处 连续 ， 处 处 不 可 微 的 曲线 (在 某 一 分 辩 率 下 为 一 段 直 线 的 轨迹 ， 在 更 
大 分 辩 率 下 又 由 许多 更 小 的 折线 组 成 ) ， 试 证 明 Brown 轨迹 D— 2. 

证 明 : 取 某 一 时 刻 布朗 粒子 位 置 为 原点 ， 运 动 N 步 后 ， 其 坐标 
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X.R— x, 。 由 于 运动 是 极为 随机 的 ，4R) 一 0。《|R|:) 表 示 量度 
其 运动 轨迹 的 大 小 ，(…》 表 示 取 统计 平均 ， 

(R|? = nent Uren = Nr 
rr 为 每 步 步 长 ， 上 式 中 由 于 x 是 完全 随机 、 完全 独立 的 ， 所 以 


3" or, —0, XE 
NO)= (URI)r 
其 中 4RI?) 是 一 个 确定 量 ， 按 照 式 (4.3)，D= 二 2， 所 以 布朗 粒子 运动 
轨迹 是 一 个 分 形 ， 其 分 维 为 2。 
例 2 假定 天 上 星星 分 布 N(r) —nD (为 简单 计 ,， 不 考虑 星星 大 
小 、 亮 度 等 差异 ) 考 虑 在 ~ 至 ~ 十 dr 之 间 的 星星 个 数 为 
dN 
dr 
地 球 上 收 到 这 部 分 星星 的 辐射 能 量 为 
~r? i/ridr 
所 有 星星 对 地 球 的 总 贡献 为 


f am dr = r?3 
要 保持 夜里 黑暗 ， 必 须 D 一 3<0 
D<3 
实际 D2 
X Eds ap 20K “KSEE”, REE EW Mp ke da 
分 布 ， 分 维 为 也 一 2。 


* dr—rP dr 


4.4 布朗 (Brown) 运 动 


布朗 运动 是 研究 随机 现象 统计 规律 的 一 个 很 好 的 模型 。 历 史 
上 因 研 究 布 朗 运 动 ， 曾 有 4 位 科学 家 获得 了 诺 贝 尔 奖 。 所 谓 布 郎 
运动 ， 是 1928 年 Brown 发 现 悬 浮 在 液体 中 的 细小 粒子 (如 花 粒 )， 
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在 不 停 地 作 着 不 规则 的 运动 人们 把 这 种 运动 称 之 为 布朗 
(Brown) 运 动 。Brown 指出 ， 这 种 运动 是 分 子 碰撞 的 物理 原因 造 
成 的 ， 而 非 在 他 之 前 所 认为 的 是 生物 学 原因 造成 的 。 布 朗 运动 是 
细小 粒子 在 三 维 空间 的 运动 ， 为 了 方便 起 见 ， 这 里 只 讨论 一 维 的 
布朗 运动 ， 而 一 维 布朗 运动 的 许多 特点 要 以 很 容易 地 推广 到 更 高 
维 的 情况 。 

一 维 布朗 运动 可 以 由 随机 行走 来 产生 。 随 机 行走 是 这 样 得 到 的 
(图 4.4): 向 西 移动 一 步 并 抛 一 次 硬币 ， 如 图 徽 向 上 则 向 左 ( 南 ) 跨 一 
步 ( 固 定 步 长 );， 如 国徽 向 下 则 向 右 ( 北 ) 跨 一 步 。 不 断 向 西 移动 并 重 
复 这 个 过 程 ， 我 们 就 得 到 了 一 条 曲线 ( 细 看 起 来 是 许多 小 台阶 组 成 的 
折线 ) 。 其 横 轴 代表 向 西 的 移动 距离 ， 也 可 以 看 成 是 代表 了 时 间 轴 1。 
而 南北 方向 则 相应 于 曲线 的 纵 轴 ， 代 表 了 南北 方向 距离 原点 的 长 度 
B(z)。 这 样 ， 通 过 随机 行走 所 得 到 的 随机 曲线 BO-t 就 是 一 维 布朗 
运动 的 数学 表示 ，Feller 抛 310000 次 硬币 作 了 一 次 数学 实验 ， 其 实 
验 的 结果 见 图 4.4， 图 4.5 和 表 4. 2。 
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图 4.4 10000 次 抛 硬币 实验 所 得 到 的 一 维 布朗 运动 曲线 
(随机 行走 曲线 ，Feller，1951) 
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图 4.5 在 图 4.4 中 10000 个 点 距离 原点 的 距离 分 布 图 
一 维 随机 行走 中 距离 分 布 与 高 期 分 布 十 分 相近 


表 4.2 10000 次 实验 组 成 的 随机 行走 中 各 时 刻 距 原点 距离 的 分 布 


A 
0 
2 7 
4 746 30 6 一 30 10 
6 648 32 1 一 32 7 
8 547 34 2 一 34 1 
10 453 36 0 一 36 0 
12 421 38 0 一 38 0 
14 315 40 2 一 40 1 
16 234 42 1 一 42 0 
18 171 —18 185 44 0 一 44 0 
20 116 一 20 94 46 0 一 46 0 
22 66 一 22 60 48 0 一 48 0 
0 


表 中 A 表示 距 原点 距离 ;，N 表示 距 原点 距离 为 A 的 点 的 数目 。 
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我 们 关心 的 问题 是 : 对 于 这 样 充满 了 随机 行为 的 一 维 行 走 ， 能 
够 对 经 过 ? 步 以 后 的 位 移 进 行 预测 吗 ? 如 果 能 够 预测 ， 依 据 是 布朗 
运动 的 什么 样 的 统计 特征 ? 显然， 如果 能 够 预测 ， 那 么 就 提供 了 一 
种 从 短 时 间 的 观测 记录 外 推 长 时 间 统 计 行 为 的 可 能 性 。 从 直观 上 很 
容易 想像 ， 经 过 步 后 布朗 运动 的 位 置 的 平均 值 应 为 零 ; 布朗 运动 
的 运动 位 移 平方 和 应 为 n 个 步 长 的 平方 。 因 为 由 于 布朗 运动 粒子 每 
经 过 一 个 离散 时 间 单元 ， 无论 向 左 或 向 右 跨 一 步 ， 概 率 是 相同 的 。 
因此 ， 几 步 以 后 ,平均 而 言 ， 布 朗 运 动 的 位 置 没有 理由 停 在 左边 ， 
也 没有 理由 停 在 右边 ， 所 以 平均 值 应 为 零 。 

现在 从 理论 上 研究 由 随机 行走 而 得 到 的 一 维 布朗 运动 BCO BU SE 
计 特 征 ， 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 随机 行走 实验 都 是 从 坐标 原点 开始 ， 
Bp 

B(t=0)=B(0) =0 
车 已 知 1 时 刻 的 位 置 B(z)， 则 下 一 时 刻 t 十 At ALB Bet At) BLÉ 
推 公 式 给 出 
BG-- AD - BW) + ABCA) 
其 中 为 方便 计 ， 每 次 在 南北 方向 上 的 移动 步 长 AB(#) 可 以 定 为 单位 
KE: 
+1 概率 为 1/2 
—1 概率 为 1/2 
ABORI 还 是 一 1， 完 全 是 随机 行为 ， 与 以 前 它 的 取 值 无 关 。 于 
是 从 z=0 开始 ， 对 于 每 个 点 nAt(n 一 0，1，…) 都 可 以 得 到 一 个 B(2) 
的 值 ， 由 于 每 个 点 取 值 都 有 两 种 可 能 ， 所 以 行走 步 以 后 ， 我 们 会 
得 到 2" 种 随机 行走 曲线 ， 它 们 构成 了 一 个 统计 曲线 徐 ， 尽 管 该 簇 中 
每 条 随机 行走 曲线 的 形状 都 不 同 ( 图 4.4 只 是 抛 10 000 次 硬币 生成 的 
2 条 随机 行走 曲线 中 的 一 条 )， 但 支配 它们 的 统计 规则 却 都 是 一 样 
的 ， 而 且 是 极为 简单 的 。 计 算 随 机 行走 的 统计 特征 并 不 难 ， 因 为 第 n 
时 刻 曲 线 取 值 是 几 个 独立 的 随机 变 y, 的 取 值 之 和 ， 而 这 所 有 的 几 个 
独立 随机 变量 v, 的 取 值 只 有 2 种 可 能 : 
+1 概率 为 1/2 
L 概率 为 1/2 


ABG) =| 
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现在 讨论 一 维 布朗 运动 B(i) 的 数学 期 望 值 ， 可 以 证 明 : 对 任何 
时 刻 :，B(2) 的 数学 期 望 ECBOD) —0, 

【证 明 如 下 】( 无 兴趣 的 读者 可 以 略 过 证 明 过 程 ): 

Bie MM, ECB(t=0)) —E(CGD —0, rfi AM Er Br Al t, 
E(AB()) —0, 假定 对 于 时 刻 t=ndAt, A E(B(1)) 一 0。 
利用 递 推 方法 

ECBGT- AD) — ECBCO + ABGOO 
=E(B(t)) -ECABCO) 
一 0 
这 样 ， 证 明了 对 于 时 刻 £f Cn +1) At Ri, ECBGO22—0, 

现在 进而 讨论 BU) WAH DBO), HF DGGOD —ELBGO 一 
EGBAD 2 =E(LBQ@) ). 同样 根据 定义 ， E(LB(t=0) ?) =E(0) =0, 
对 于 任何 时 刻 上 ，E(LB(D 卫 ) 王 1。 所 以 ， 如 果 假 定 对 于 t nde 时 刻 ， 
EC BQ =n, 现在 用 递 推 方法 研究 t= On-- D Ac 时 刻 的 情况 。 

E(( B+ AD JO S ECCBCO + AB) |’) 
—E(Q BG) }?)+2E[B@) JELAB@) J+ 
E(LAB(@) J) 
=E(LB@) P) +1 
=n+1 

由 上 面 证 明 ， 可 以 知道 ， 当 研究 时 间 段 C0,，T] 上 的 布朗 运动 

BC 时 ， 它 的 统计 特征 如 下 : 


ECG(G))—0 BO E c SE BABB 0 
DIGG) — T/ Nt—T BWA #45 T RE th 
o( BD) ~T” BCO 193; 25 Eg 五 “成 正比 


以 上 的 统计 特征 对 于 统计 分 形 来 说 ， 非 常 重要 。 有 两 点 特别 值得 
指出 。 
C1) 如 果 我 们 取 方 差 DCB(1)) 来 描述 布朗 运动 的 统计 特征 的 话 ， 
将 一 小 段 布朗 曲线 放大 5(5 为 一 常数 ) 倍 ， 得 到 了 5T 时 间 中 的 一 大 
段 布 朗 曲 线 ， 后 者 的 方差 是 前 者 的 5 倍 。 由 此 ,我 们 可 以 知道 ， 当 
尺度 变换 时 ， 从 统计 特征 角度 ， 布朗 曲线 是 分 形 的 ， 而 且 分 维 为 1 
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用 数学 语言 来 说 ， 如 果 f(OO-—DOG)D,. WA 
fIGD = DGBCG0D) —bf(D» 

(2) MRR a 作为 时 间 原 点 ， 研 究 从 到 至 所 时间 间隔 内 的 布朗 
运动 ; 再 取 ts 作为 时 间 原 点 ,研究 从 t 至 4 时 间 间 隔 内 的 布朗 运 
3j, HE n—n-—n-5n-—T, WA 

D[BG;) —BCG)]— DLBG)) — Bit.) ]— T 
这 表明 ， 布 朗 运动 的 统计 特征 只 与 时 间 尺 度 长 度 有 关 ， 而 与 时 间 超 
点 无 关 。 为 了 说 明了 这 一 点 ， 图 4.6 给 出 了 三 张 布朗 运动 的 实测 结 
果 。 在 判断 随机 变量 变化 范围 时 ， 我 们 经 常 使 用 均 方差 
o(B(t))~T”? 

在 图 4.6(a) 中 ， 记 录 了 0 一 1000 s 内 的 布朗 运动 ， 图 中 的 纵 坐 标 
是 士 30; 图 4.6(b) 中 ， 记 录 了 0—16000 s 内 的 布朗 运动 ， 纵 坐标 是 
土 120。 请 注意 ， 与 图 4. 6(a) 相 比 ， 图 4. 6(b) 的 横 坐 标 缩小 了 16 倍 ， 


xt) Xf) 
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一 i a t 
300 10000 120 16000 
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300 
-300 t 
0 100000 
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图 4.6 一 维 布朗 运动 的 统计 特征 
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而 纵 坐 标 则 缩小 了 167 —4 fi; 图 4.6(c) 给 出 了 100000 s 内 的 布朗 
运动 曲线 ， 横 坐标 比 图 4.6(a) 缩 小 了 100 倍 ， 而 纵 坐 标 缩 小 了 
1002 王 10 倍 。 从 三 张 实验 记 录 的 对 比 ， 不 难看 出 ， 若 横 坐 标 缩 小 2 
倍 ， 纵 坐标 则 相应 地 缩小 02 倍 ， 以 上 三 张 图 均 满 足 BaD ~ T^ 
的 关系 ， 在 统计 上 是 自 相似 的 。 

图 4.7 一 4.9 给 出 了 实验 方法 产生 的 布朗 运动 的 实际 曲线 (最 上 
方 的 图 )。 然 后 在 时 间 轴 方面 依次 扩大 2 倍 、4 倍 和 8 倍 ， 就 得 到 了 
各 图 第 2、 第 3 和 第 4 条 曲线 ， 但 纵 坐 标 方面 的 变换 系数 在 三 张 图 中 
很 不 相同 。 图 4. 7 中 依次 扩大 了 22 (27)? $8027»? f; 图 4.8 中 
依次 扩大 了 2*5, (270! 31077» f; 图 4.9 中 依次 扩大 了 2， 
(2? *)* 102? 5* 倍 ， 由 图 中 的 阴影 部 分 可 以 看 到 ， 在 改变 坐标 的 标 
度 后 ， 阴 影 区 域 的 形状 是 十 分 相似 的 ， 这 些 实验 结果 再 一 次 显示 了 = 
(BGOO — T" 的 特点 ， 表 明了 统计 上 的 自 相 似 性 。 


fl a 


~~ 
~~~ if 


图 4.7 随机 行走 的 实验 结果 
将 实验 结果 的 曲线 (最 上 方 ) 横 坐标 放大 2 倍 ， 纵 坐标 放大 277 倍 ， 就 得 到 第 2 条 
曲线 ， 依 次 进行 标 度 变换 ， 可 以 得 到 图 中 第 3、 第 4 条 曲线 。 在 标 度 变 换 下 这 些 
曲线 的 相似 性 表明 了 布朗 运动 遵守 和 宕 律 。 图 中 画 阴 影 的 部 分 强调 在 标 度 变 换 下 各 
条 曲线 形状 的 相似 性 
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Ed 4.8 随机 行走 的 变种 
分 数 布朗 运动 的 实验 结果 参见 “ 自 仿 射 分 形 ”一 章 。 图 中 表示 方法 均 与 
图 4.7 相同 ， 但 纵 坐 标的 变换 系数 不 再 是 1 : 2'“， 而 改 为 1 : 2? 


ih 


ih S 


图 4.9 分 数 布朗 运动 的 实验 结果 ， 标 度 变 换 为 1:2 
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关于 这 一 点 ， 我 们 在 以 后 的 自 仿 射 分 形 和 R/S 分 析 两 章 上 ， 达 
会 多 次 提 及 。 

一 维 布朗 运动 曲线 是 个 随机 分 形 的 典型 例子 ， 它 经 常用 于 作为 
解释 一 些 自然 现象 的 数学 模型 。 

Frechet(1941) ÈM, AA x 表示 一 个 湖泊 的 面积 ， 而 N 表示 面 
BAF 的 湖泊 的 个 数 ， 他 发 现在 湖泊 的 面积 与 湖泊 的 数目 之 间 存 
在 着 统计 关系 式 : 

lgN 王 2 一 0.5 lgx (4. 5) 
ix X dé (LARES RS Nor 对 。 为 什么 自然 界 会 普遍 存 
在 这 种 关系 呢 ? 这 种 关系 后 面 的 生成 模型 又 是 什么 呢 ? 

Mandelbrot(1995) 认 为 目前 地 球 表 面 地 貌 ， 是 经 历 了 许 许多 多 
地 质 过 程 的 综合 作用 ， 经 历 了 几 千 万 、 几 亿 年 的 长 期 演变 而 形成 的 。 
我 们 可 以 想像 地 球 的 一 个 垂直 训 面 的 地 貌 形状 如 一 条 一 维 的 布朗 曲 
线 ， 在 布朗 曲线 上 取 正 值 的 部 分 是 陆地 ， 取 负 值 的 部 分 是 海洋 和 湖 
泊 。 为 此 我 们 可 以 把 图 4.4 看 作 地 球 的 一 个 垂直 剖面 。 图 4.4 中 
120—150 的 地 方 是 沼泽 地 ，1000 一 6000 是 海岸 外 边 大 的 岛屿 ， 
7 000—8 000 之 间 的 地 方 是 群岛 ， 而 8900 一 9000 附 近 是 一 座 孤 立 的 海 
岛 。 这 样 一 来 ， 布 朗 运 动 曲线 就 成 为 地 球 表 面 的 地 貌 曲线 了 。 现 在 
我 们 利用 一 维 布朗 运动 曲线 作为 湖泊 生成 的 随机 模型 ， 来 说 明 为 什 

4 Frechet 能 够 发 现 湖泊 面积 与 湖泊 数目 之 间 存 在 着 经 验 关 系 式 。 

考虑 一 个 二 维 的 模型 ， 取 湖 边 作 随机 行走 的 起 点 ， 距 离 湖 边 的 
距离 用 xz 表示， 而 用 Z 表示 湖 的 深度 。 和 随机 行走 一 样 ， 假 定 每 远 
离 湖 边 一 个 单位 ， 湖 水 深度 的 变化 ZGcT- D 一 Z(zx) 将 为 十 C 或 一 C， 
而 且 两 者 出 现 的 概率 都 是 1/2， 显 然 ，Z(z 十 1) 一 ZCz) 是 一 个 正 态 随 
机 变量 ， 它 的 数学 期 望 为 0, 方差 正比 于 dz， 湖 的 面积 是 由 两 个 点 
所 确定 的 ， 第 1 个 点 就 是 湖 边 ， 因 为 Z(00 —0, 第 2 个 点 zx 使 得 深度 
Z( 久 ) 再 次 等 于 零 。 在 二 维 模型 中 ， 这 个 zx 值 就 代表 了 湖 的 面积 (三 维 
的 模型 也 可 以 类 似 地 建构 ， 见 Mandelbrot，1995) 从 一 维 布朗 运动 曲 
线 可 以 知道 ， 

N(ra)Cxr 1 (4. 6) 
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其 中 C 是 个 常数 ， 它 在 不 同 模型 一 一 例如 山区 模型 或 平原 上 湖泊 的 
模型 中 可 以 取 不 同 的 值 ， 以 上 由 布朗 运动 这 样 一 个 完全 随机 的 模型 
导出 的 湖泊 数目 和 湖泊 面积 的 公式 (4. 6) 与 实际 观测 得 到 的 经 验 公 式 
(4. 5) 是 完全 一 样 的 。 

上 面 的 例子 ， 表 明 在 分 析 分 形 时 ， 利 用 一 些 数学 模型 去 研究 分 
形 关系 产生 的 原因 ， 是 十 分 重要 而 且 有 效 的 。 


4.5 AHHA 


从 上 面 介绍 的 例子 可 以 看 出 ， 统 计 分 形 具 有 层次 结构 ， 在 不 同 
标 度 层次 上 ， 统 计 特 征 是 自 相 似 或 相同 的 。 现 在 要 问 ， 产 生 统计 分 
形 的 物理 原因 是 什么 呢 ? 我 们 结合 一 随机 结构 中 发 生 的 突变 现象 ， 
初步 地 讨论 这 个 问题 。 逾 渗 (percolation) 模 型 是 处 理 随 机 几何 结构 或 
介质 的 一 种 模型 ， 所 以 从 逾 渗 模型 谈 起 。 


1. 逾 渗 模 型 


图 4. 10 是 一 层 平面 堆 集 的 同等 大 小 的 立方 块 。 黑 色 为 导电 块 ， 
白色 为 绝缘 块 。 黑 白 分 布 是 随机 的 。 现 在 的 问题 是 研究 这 种 随机 介 


电流 / 


0 P. 1 
(b) 


图 4. 10 研究 一 层 平面 堆 集 立方 块 导 电 行 为 的 实验 
(a) 立方 堆 集体 ， 黑 色 为 导电 立方 块 ， 和 白色 为 绝缘 体 。 黑 白 块 的 分 布 是 完全 随机 的 。 
左右 两 端 以 电极 相连 。 电 表 指示 通过 这 种 立方 块 集合 体 的 电流 。(b) 实验 结果 示意 
图 。 当 导电 立方 块 的 比例 达到 P. 值 时 ， 通 过 这 种 随机 立方 块 集合 体 的 电流 突然 急剧 
LA. 在 P. 之 前 ， 通 过 的 电流 为 堆 
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质 的 导电 行为 。 

我 们 用 已 表 示 导 电 块 数目 占 总 立方 块 数目 的 比例 ， 即 P 表示 一 
立方 块 是 导电 的 概率 。 从 图 4. 10(b) 的 实验 结果 可 以 看 出 ， 在 PP. 
之 前 ， 通 过 立方 块 集合 体 的 电流 为 零 ( 不 是 很 小 ， 而 是 为 零 )，P-~ 了 P. 
时 ， 电流 从 零 急 剧 增加 到 饱和 电流 ( 受 导 电 块 电阻 所 限制 )。 这 是 一 
种 突变 现象 ， 它 难于 用 经 典 物 理学 来 解释 。 

数学 家 J. M. Hammersley 提出 用 逾 渗 一 词 来 描述 这 类 统计 几何 
模型 的 突变 问题 (Hammersley，1983)。 其 后 ， 逾 渗 模 型 得 到 广泛 的 
应 用 ， 这 种 情况 可 以 从 表 4. 3 列举 的 一 些 例子 看 得 很 清楚 。 


表 4.3 请 渗 模 型 的 应 用 


现象 或 体系 | 转 变 
岩石 多 和 孔 介 质 中 流体 的 流动 不 流动 /流动 
复合 材料 绝缘 /导电 
群体 中 疾病 的 传播 抑制 /流行 
通讯 、 电 力 网 络 不 通 / 联 结 


岩石 的 破坏 完整 /破坏 


如 何 解释 逾 渗 模型 所 显示 的 突变 现象 呢 ? 人 们 找到 了 重 整 化 群 
A. 


2. 重 整 化 群 方法 


重 整 化 群 (renormalization group) 方 法 是 Willson 1971 年 提出 的 ， 
它 是 通过 改变 物体 的 粗 视 化 程度 来 研究 观测 物理 量变 化 规律 的 方法 
(Willson, 1974), 1982 年 Willson 因此 获得 了 诺 贝 尔 奖 。 现 将 重 整 
化 群 方法 用 于 解释 图 4. 10 中 的 逾 渗 模型 。 
首先 取 4 个 立方 块 组 成 的 方 阵 ， 作 为 新 的 1 级 方块 ( 粗 视 化 )， 由 每 
个 立方 块 导电 概率 PP 可 以 计算 出 1 级 方块 的 导电 概率 P( 图 4.11)。 
Pp,—2P!—P' 
BRATDIRTRARMHE, EW 2 级 方块 。 不 断 粗 视 化 的 结果 ， 
即使 问题 被 重 整 化 了 。 完 全 仿照 图 4.11 所 示 的 方法 ， 可 以 求 出 第 n 
级 方块 导电 概率 P, 与 第 ”十 1 级 方块 导电 概率 P。: 之 间 的 关系 
。96 。 
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图 4.11 4 个 立方 块 组 成 的 1 级 方块 
如 果 从 左 至 右 存 在 着 导电 通道 ， 则 称 该 1 级 方块 是 导电 的 。 图 中 从 左 至 右 可 以 导电 
的 情况 用 十 号 注 明 ， 不 可 导电 的 情况 用 一 号 注 明 。(a) 中 ，4 个 立方 块 均 不 导电 # 
(b) 中 ，1 个 立方 块 导电 ， 并 有 4 种 情况 ; (cy) 中 ，2 个 立方 块 导电 ， 共 有 6 种 情况 ， 
相应 的 1 级 方块 导电 的 概率 是 2p* (1 一 p)*;(d) 中 ，3 个 立方 块 导 电 ， 共 有 4 种 情 
况 ， 相 应 的 1 级 立方 块 导电 的 概率 是 4p* (1 一);(e) 中 ， 所 有 4 PUR PE, 
共有 1 种 情况 ， 相 应 的 1 级 立方 块 导电 的 概率 是 pr 。 将 以 上 各 种 可 能 的 情况 综合 在 
一 起 ，1 级 立方 块 导电 的 概率 为 py 一 2p* (1 一 p) Ap (1 一 p) 十 p' =2p' — 9 


P11=2Pi—Ps 
图 4. 12 给 出 了 n+l 级 方块 与 n 级 方块 导电 概率 之 间 的 关系 曲线 。 
从 图 4.12 可 以 看 出 ， 当 初始 立方 块 导电 概率 PP. (P. 是 曲线 
PH 一 2 已 一 已 与 直线 Pai 5P, 的 交点 ) 时 ，P- 二 0。 这 说 明了 立 
方块 集合 体 是 不 导电 的 ， 这 时 电流 为 零 ( 只 要 图 4. 10 中 立方 体 数目 
足够 多 ) 。 当 PCS P. 时 ，P。 王 1， 表示 立方 块 集合 处 于 饱和 导电 状 
AS. 24 P=P. 时 ， 出 现 了 由 不 导电 向 导电 转变 的 突变 现象 。 特 别 值 


得 指出 的 是 ， 此 时 ，P 一 P, 一己 一 … 一 P.， 即 所 有 标记 上 的 各 级 方 
块 都 有 相同 的 导电 概率 。 共 有 与 标 度 无 关 的 导 概 率 是 突变 临界 点 非 
常 重要 的 特点 。 


以 上 用 最 简单 的 重 整 化 群 解释 了 逾 渗 现 象 的 突变 现象 。 
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图 4.12 第 nn 二 1 级 方块 导电 概率 P+ 与 第 n 级 方块 导电 概率 PP, 的 关系 

导电 开始 的 临界 概率 是 P 二 0. 618。 当 初始 的 立方 块 导电 概率 P==0.4 时 ， 和 迭代 结 

果 趋 于 不 导电 点 P。 一 0。 而 当 原 始 立 方块 导电 概率 P 一 0.8 BE, YEAST SE 
电 ( 饱 和 点 )P. —1 


3. 统计 分 形 产生 的 物理 原因 


如 果 我 们 取 各 种 标 度 下 的 导电 概率 作为 描述 统计 特性 的 参量 ， 
则 在 P=P. 条 件 下 ， 导 电 概 率 P, 的 标 度 不 变性 ， 表 征 了 临界 (突变 ) 
现象 的 存在 是 产生 统计 分 形 的 物理 原因 。 

分 形 是 与 描述 自然 界 多 种 临界 现象 有 关 的 ， 在 研究 自 组 织 临 界 
现象 (SOC Self-Organized Criticality) 中 起 着 越 来 越 大 的 作用 。 分 
形 几 何 学 已 经 成 为 非 线 性 动力 学 研究 的 一 部 分 。 当 然 ， 分 形 数学 和 
分 形 物理 的 研究 都 刚 开始 不 久 ， 两 者 的 结合 还 有 许 许多 多 的 问题 有 
待 深入 。 


练 习 题 


l. 有 人 说 ， 分 形 在 纸 上 是 画 不 出 来 的 。 数 学 分 形 有 无 限 的 层次 ， 
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是 一 无 限 的 集合 ， 而 我 们 所 画 出 来 的 只 是 有 限 层 次 和 有 限 集合 的 结 
果 ， 是 一 种 近似 ; 而 统计 分 形 是 由 无 数 (或 数目 很 大 ) 的 分 形变 种 组 
成 的 一 个 随机 图 形 的 集合 ， 而 我 们 能 画 出 来 的 仅 是 其 中 的 一 种 图 形 ， 
或 者 说 是 一 次 采样 的 结果 。 这 种 说 法 对 不 对 ? 

2. “ 当 破 碎 岩 石 时 ， 分 维 大 的 试 样 ， 碎 块 多 ,体积 小 ， 玻 碎 程 
度 高 ; 分 维 小 的 试 样 ， 碎 块 少 ， 体 积 大 ， 破 碎 程 度 较 低 ， 因 此 ， 块 
度 分 布 的 分 维 能 够 定量 地 反映 岩石 破碎 的 程度 ( 引 自 高 峰 、 谢 和 平 的 
论文 : 岩石 块 度 分 布 的 分 形 性 质 及 微观 结构 效应 ， 岩 石 力学 与 工程 
ARR. 第 1335, 第 3 期 ，240 一 246 页 ，1994) 。 请 对 应 本 章 图 4. 3， 
讨论 以 上 这 段 话 对 不 对 ， 为 什么 ? 

3. 图 4. 13 是 中 国 大 陆 70 年 中 发 生 的 震级 大 于 或 等 于 M 的 地 震 
数目 N CUM) 与 地 震 震 级 M 的 关系 : 1g N—a— bM. KPa, b 为 常数 : 
a 一 6.9，b 一 0.8。 根 据 该 图 (或 上 述 公 式 )， 估 计 每 年 (平均 )7 级 、6 
级 和 0 级 的 地 震 数目 。 又 若 某 地 发 生 5 级 地 震 的 平均 重复 周期 是 10 
年 ， 问 7 级 地 震 重 复 周期 为 多 少年 ? 


图 4.13 中 国 大 陆 70 年 以 来 发 生 的 震级 大 于 或 等 于 M 的 
地 震 数目 NCVM) 与 地 震 震 级 M 的 关系 曲线 
曲线 表达 式 为 lgN—a-— 5M, B a, b 为 常数 ; a=6.9, b=0.8 


4. 由 均 质 材料 组 成 的 立方 块 ， 等 分 27 块 ， 去 掉 中 心 的 1 块 而 保 
BHA. GO 写 出 第 nn 次 迭代 时 ， 边 长 1/r” 小 立方 块 的 数目 ;(b) 计 
算 该 分 形 的 D; (c) 写 出 第 nn 次 迭代 后 分 形体 的 平均 密度 表达 式 ( 提 
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示 : p (26/27)"po) 
5. 在 一 集合 中 ， 阁 已 知 线 度 为 7 的 物体 数目 N 是 
N(=r)~r? 
HEH: 该 集合 为 分 形 集 合 ， 且 
N(Sr)~1/r? 
(提示 ， 先 求 出 概率 密度 来 ，dN(r) 为 (r，r 十 dr) 区 间 的 次 数 ， 显然 
f(r)=dN/dr) 
6. 下 面 是 儿 种 数理 统计 中 常见 的 分 布 函 数 


1 一 For) = + E (Cauchy 分 布 ) 
1— Fir) = exp| (=) ] (Weibull 分 布 ) 
1— Fo) = -二 [ena (EBAH) 
Jax 4 
1 一 ECr) =1- > e (Poison 分 布 ) 
HER n 种 分 布 的 FCr) 一 r 图 ， 并 讨论 在 某 一 区 间 范 围 内 用 +r ” 
去 逼近 上 面 几 种 分 布 曲线 的 可 能 性 。 
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SHE 自 仿 射 分 形 


前 面 几 章 研 究 的 对 象 ， 都 具有 “部 分 以 某 种 形式 与 整体 相 
似 ” 的 性 质 ， 它 们 都 是 自 相 似 分 形 。 本 章 中 ， 我 们 研究 另 一 种 分 
形 ， 即 自 仿 射 (selfraffine) 分 形 ， 首 先 说 明 什 么 是 自 仿 射 分 形 。 

图 5. 1(a)? 给 出 了 相似 变换 的 示意 图 。 平 面 4 上 的 图 形 经 投影 ， 
变换 到 与 A 平面 平行 的 平面 A 上， 得 到 的 是 一 个 均匀 放大 (或 缩小 ) 
的 图 形 。 在 图 5. 1(a) 中 所 示 的 xz 和 x; 方向 上 ， 变 换 的 标 度 因子 是 
一 样 的 。 这 种 各 向 同性 的 变换 时 做 相似 变换 。 如 果 A 上 的 图 形 是 具 
有 自 相 似 性 的 ， 即 取 其 一 部 分 (OB) 放 大 或 缩小 上 售后 ， 与 整体 
(OBC) 具 有 完全 同样 的 性 质 

fbr) =bf(r) 

我 们 称 A SE E BSERDE S SE dé AMUN. RH. EE 
部 分 经 过 相似 变换 后 和 整体 相似 的 几何 对 每 叫做 自 相 似 分 形 。 

图 5. 1(b) 给 出 仿 射 变换 的 示意 图 。 与 图 5. 1(a) 不 同 的 是 ， 平 面 
A 不 再 与 平面 A' 平 行 ， 因 而 A' 平 面 上 得 到 的 图 形 在 x1 和 xs 方向 上 


BA 


[一 


(a) (b) 


图 5.1 相似 变换 和 自 仿 射 变换 对 比 图 
(a) HUBBER: (b) 自 仿 射 变换 
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的 放大 (或 缩小 ) 的 倍数 是 不 同 的 。 这 种 在 不 同方 向 (如 x, 和 zx;) 上 上 只 
有 不 同 标 度 因子 的 变换 称 为 仿 射 变换 。 图 形 的 任 一 部 分 (OB)， 经 过 
仿 射 变换 后 与 A" 上 整体 图 形 相 同 ( 完 全 相似 )， 这 种 图 形 叫 做 自 仿 射 
分 形 。 如 图 5. 1(b) 所 示 ， 平 面 A' 上 图 形 的 一 部 分 若 在 x1 方向 放大 
(或 缩小 )6 倍 ， 而 在 x; 方向 上 扩大 (或 缩小 )b” CH 是 个 常数 ， 称 
之 为 Hurst R, Ox HD, ， 经 过 这 样 的 仿 射 变换 后 的 图 形 若 和 A’ 
上 图 形 完全 相似 ， 则 称 之 自 仿 射 分 形 。 或 者 说 

fn -—-b fo (5.1) 
显然 ， 互 =1 时 自 仿 射 分 形 就 变 成 了 自 相 似 分 形 。 

自 仿 射 分 形 在 地 学 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 : 现在 有 一 种 用 硬 塑 
胶片 制 成 的 立体 地 图 ， 山 脉 、 盆 地 、 河 谷 等 地 貌 在 这 种 立体 地 图 上 
清晰 可 见 。 这 种 立体 地 图 实际 上 是 某 一 地 区 地 形 表 面 的 仿 射 变换 ， 
立体 地 图 在 水 平方 向 (经 、 纬 度 方 向 ) 和 垂直 方向 (地 形 的 高 程 ) 的 比 
例 尺 是 不 同 的。 举例 来 说 ， 水 平方 向 的 比例 是 1: 30 万 而 高 程 方向 
的 比例 尺 只 是 1: 3 万 。 下 面 我 们 将 会 看 到 ， 多 数 地 形 是 自 仿 射 分 形 
的 。 自 仿 射 在 地 学 问题 中 应 用 的 另 一 方面 ， 是 当 我 们 记录 地 球 物理 
场 随时 间 变 化 时 ， 所 得 到 的 时 间 序 列 ( 或 时 程 曲线 ) 可 以 用 自 仿 射 分 
形 分 析 的 方法 进行 处 理 。 自 仿 射 分 形 分 析 是 处 理 声 阻抗 - 岩 芯 深度 ， 
地 面 高 程 -经度 等 多 种 函数 关系 的 有 力 工具 。 


5.1 自 仿 射 数 学 分 形 


我 们 先 讨论 严格 的 自 仿 射 分 形 ， 即 数学 分 形 。 所 用 的 例子 是 魔 
台阶 (图 5. 2) 。 
魔鬼 台阶 (devil staircase) 图 形 的 生成 与 前 面 讲 过 的 Cantor 集合 
有 密切 的 关系 。 假 定 把 在 区 间 [0，1J 中 均匀 的 密度 为 1( 总 质量 亦 为 
1) 的 物质 收缩 集中 在 [0，1/3] 和 [2/3， 菇 的 两 个 区 间 内 。 若 假定 物 
质 总 质量 不 变 ， 那 么 密度 在 [0，1/3] 和 [2/3，1] 的 两 个 区 间 内 为 
3/2， 而 在 区 间 [1/3，2/3] 内 为 0。 若 此 物质 进一步 收缩 ， 并 假定 它 
都 集中 在 [0，1/9]，[2/9，3/9]，[6/9，7/9]，[8/9，1]， 那 么 这 
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图 5.2 魔鬼 台阶 (devil staircase) 曲线 一 一 自 仿 射 数 学 分 形 的 例子 


些 区 间 上 的 密度 为 (3/2)”， 其 他 点 上 则 为 0。 不 难看 出 ， 最 终 得 到 的 
是 Cantor 集合 。 假 定 用 x 表示 L0，1J 上 某 点 的 位 置 ，C(x) 表 示 上 述 
收缩 过 程 无 限 持续 到 极限 时 的 密度 分 布 函数 。C(Cz) 在 Cantor 集合 上 
为 无 限 大 ， 在 其 他 点 则 为 0。 被 称 作 魔鬼 台阶 的 函数 d(x)， 定 义 为 
Cia) WARS. BP 


d(x) = [ccoas 


d(Cz) 函 数 如 图 5.2 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 这 个 函数 在 Cantor RR 
之 外 所 有 地 方 的 微分 都 是 0， 它 的 形状 有 些 像 上 楼 梯 的 台阶 ， 但 很 不 
规则 。 这 样 的 函数 在 物理 学 许多 方面 (例如 磁 畴 之 间 存 在 库仑 相互 作 
用 时 ， 外 磁场 ( 瑟 ) 和 自发 磁化 (q) 的 关系 研究 ) 都 有 应 用 。 

魔鬼 台阶 也 可 通过 迭代 作 图 方法 产生 。 将 单位 线段 三 等 分 ， 使 
其 中 间 部 分 1/3 的 线段 向 上 平移 距离 1/2， 然 后 保持 不 动 。 第 二 步 ， 
在 两 端的 两 段 1/3 的 线段 中 再 进行 三 等 分 ， 并 使 其 中 间 的 线段 分 别 
向 上 平移 (1/2)? 和 1/2 十 (1/2)*。 不 断 重复 这 个 迭代 过 程 ， 就 可 以 得 
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到 如 图 5. 2 所 示 的 魔鬼 台阶 曲线 。 

任意 取 图 5. 2 的 一 部 分 ， 如 取 [0，1/3] 的 一 段 。 在 横 坐 标 方向 
放大 3 倍 (p 一 3)， 在 纵 坐 标 方向 放大 2 RCO" = 2, H=|n2/1n3), sk 
得 到 了 和 图 5.2 整体 完全 (严格 ) 相 似 的 图 形 。 又 如 取 [2/3，779] 的 
一 段 ， 在 横 坐 标 方向 放大 9 倍 (8= 9)， 在 纵 坐 标 方向 放大 4 fir Cou = 
4， 五 二 In4/ln9 王 ln2/ln3)， 仍 得 到 了 和 图 5.2 完全 相似 的 图 形 。 魔 
鬼 台 阶 的 任 一 部 分 ,经 过 自 仿 射 变换 后 ， 仍 和 整体 (严格 ) 相 似 。 它 
是 一 个 自 仿 射 数学 分 形 。 

上 述 魔鬼 台阶 ， 是 自 仿 射 数学 分 形 的 一 个 例子 。 在 第 2 章 介绍 
迭代 函数 系 (IFS) 的 时 候 ， 已 经 出 现 了 不 同方 向 上 具有 不 同 变换 系数 
的 线性 变换 ， 这 种 各 向 异性 的 线性 变换 构成 的 迭代 三 数 系 ， 可 以 用 
来 产生 自 仿 射 数学 分 形 。 

魔鬼 台阶 是 自 仿 射 分 形 的 例子 ， 它 不 是 一 个 自 相似 分 形 ， 让 我 
们 来 解释 这 一 点 。 魔 鬼 台 阶 下 方 的 可 以 分 为 6 个 相等 的 小 魔鬼 台阶 
(图 5. 3) 。 编 号 为 1 的 小 块 是 将 原始 的 魔鬼 台阶 在 垂直 方向 压缩 2 
倍 ， 而 在 水 平方 向 压缩 3 倍 而 得 到 的 ， 两 个 方向 的 压缩 倍数 是 不 一 
样 的 ， 而 在 自 相 似 分 形 中 ， 部 分 是 由 整体 在 各 个 方向 都 压缩 同样 的 


图 5.3 魔鬼 台阶 是 一 个 自 仿 射 分 形 ， 但 不 是 自 相似 分 形 
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倍数 生成 的 ， 因 此 ， 魔 鬼 台 阶 不 是 自 相似 分 形 。 编 号 6 的 小 块 情况 
与 编号 LADRAR. PAKNE XEWKI E AEE AR A 


号 1 的 小 块 和 其 旋转 180 的 另 一 个 小 块 ， 图 5. 3 中 的 编号 为 2，3， 
4, 5 的 小 块 就 是 这 样 生 成 的 。 这 种 在 不 同 的 方向 上 压缩 不 同 的 倍数 ， 
正 是 自 仿 射 分 形 的 特点 。 


52 自 仿 射 统 计 分 形 


在 统计 分 形 那 一 章 中 ,介绍 过 用 随机 行走 方式 产生 的 一 维 
Brown 运动 曲线 ， 若 用 上 代表 时 间 ， 用 BORK Brown 运动 与 初始 
TEKRAR, TR BOR- - 艇 随机 变化 的 曲线 艇 。 我 们 证 明了 : 

E(B(t)) —0 BO) RF BAS 
D(BG@)) ~T BONRHS T RIEL 
o( BW) ~T” B() 的 均 方差 与 T'“ 成 正比 
其 中 了 是 研究 Brown 运动 的 时 间 段 LO，Tj 的 上 限 ， 如 果 取 均 方 差 
olB(1)) 作 为 描述 该 曲线 的 统计 特征 量 的 话 ， 则 有 
fO = BUST” 
fit) —oCBGCOD) ) — p^ T! 
f GOD ~b P fQ) 
ERE. Brown 运动 曲线 是 自 仿 射 统计 分 形 。 

1985 Æ, Mandelbrot 推广 了 Brown 运动 的 概念 (Mandelbrot， 
1985，1968) ， 引 人 分 数 Brown 运动 (fractal Brown motion), ， 简 写 为 
fBm。 所 谓 分 数 Brown 运动 ， 是 指 当 研究 时 间 段 LO，TJ 上 的 一 个 随 
机 的 时 间 函 数 BH(z)， 它 具有 以 下 统计 特征 : 

D EGQQD-—0 ”Ba(z) 的 数学 期 望 值 为 零 ; 

© DBM ~T” Bn(?) 的 方差 与 T* "成 正比 ，; 

Qo BuQ)~T" By) 的 均 方差 与 T MIE: 

© HELO, 1] H=1/2 的 Brown 运动 是 {Bm 的 特例 。 

关于 分 数 Brown 运动 ， 有 三 点 是 要 提 到 的 : 

CD 如 果 取 均 方差 o Bu a ENE HRT HIER, N 
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SO =o(Byt))~T" 
f (bt) =o( By Gt) ~b9 TP 
所 以 
fGbD ~f O 
由 定义 可 知 ， 分 数 Brown 运动 是 一 个 自 仿 射 统 计 分 形 。 也 就 是 说 ， 


B" (OM gg B" (be) dfe Hee LERA DORÉ 


(2) 分 数 Brown 运动 的 统计 特征 取决 于 研究 时 间 段 的 长 度 ， 而 
与 开始 时 间 无 关 ， 这 是 因为 
of BG) — Bet, ]— (5 — 52? (5. 2) 
HE of BG) — Bt, J~ Ga, — t) 
ty —ty 7 —ty 
则 有 
ol BC) — BG; J=oL BG) — BC, J 
(3) 关于 分 数 Brown 运动 的 分 维 。 现 在 我 们 用 数 盒子 方法 来 求 
fBm 的 局 部 分 维 数 。 研 究 定义 在 [0，TJ] 区 间 上 的 作为 时 间 函 数 的 
fBm。 首 先 引 进 一 个 参考 的 长 方形 盒子 ， 它 的 宽度 是 工 ， 高 度 为 cr 一 
ol(T)= 二 ol(B(1))。 接 着 ,我 们 把 区 间 工分 成 n 个 相等 的 长 度 是 工 ,， 
高 度 on =or/n 这 些小 盒子 的 宽 与 高 之 比 与 原来 的 参考 盒子 是 一 样 的 。 
但 是 与 每 个 T, 相应 的 fBm 的 标准 差 却 不 等 于 m， 而 是 cr —o0(T,2. 
我 们 来 确定 用 大 小 T, o, 的 盒子 覆盖 宽 工 、 高 or 的 盒子 数 N.. KR 
N, 为 
Tor, 


Tron OT 


M Neo Tr RAER 
N, =T" /T} F 

联系 4. 2 节 中 关于 统计 分 形 的 公式 

N,~1/T? 
FRA 

D—2—H (5. 3) 
这 就 是 自 仿 射 分 形 中 求 局 部 (local) 分 维 数 的 公式 ， 它 将 分 维 D 5S 
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Hurst 指数 五 联系 了 起 来 。 

自 仿 射 分 形 的 重要 特点 是 它 的 各 向 异性 。 当 对 上 面 介 绍 的 
Brown 运动 曲线 进行 放大 时 (图 4. 4), 在 1 轴 放 大 了 6， 倍 ， 而 在 纵 坐 
标 方向 放大 了 OR. ERM 日 是 位 于 L0，1j 区 间 的 指数 ， 一 般 小 于 
1。 当 5 很 大 时 (6 一 co)， 在 时 间 轴 上 的 放大 率 比 纵 轴 方向 的 放大 率 
为 大 ， 从 整体 来 看 ， 曲 线 越 来 越 平 消 。2- 一 ce 的 极限 情况 下 ， 曲 线 变 
成 了 一 条 直线 。 一 条 直线 的 维 数 DD 二 1。 这 叫做 自 仿 射 分 形 的 整体 维 
数 (global dimension)。 

WE OAR EKA, 无论 放 大 或 缩小 ， 自 仿 射 曲 线 将 随时 间 
而 起 伏 变 化 ， 这 时 式 (5. 3) 给 出 了 求 曲 线 分 维 的 公式 。 这 时 求 出 的 维 
数 叫 做 局 部 维 数 (local dimension) 。 

对 于 自 仿 射 分 形 ， 描 述 整 体 行为 的 分 形 维 数 与 描述 局 部 行为 的 
分 形 维 数 不 相 等 ， 这 一 点 表明 了 它 具 有 与 自 相 似 分 形 完全 不 辐 的 特 
点 。 自 仿 射 分 形 维 数 与 所 选择 的 单位 有 关 。 如 果 选 择 的 单位 比较 大 ， 
则 测 出 来 的 是 整体 维 数 ， 若 选择 的 测量 单位 比较 小 ， 则 可 以 测 出 曲 
线 的 局 部 分 形 维 数 。 这 两 者 之 间 的 情况 十 分 复杂 ，、 需 专门 讨论 。 


5.3 正 问题 一 一 自 仿 射 分 形制 图 本 


研究 自 仿 射 分 形 有 两 个 方面 的 问题 。 一 方面 的 问题 是 已 知 自 仿 
射 分 形 的 参数 (D RH 指数 ) ， 绘 制 出 自 仿 射 分 形 的 图 形 ， 这 叫做 正 
问题 。 另 一 方面 的 问题 是 面临 着 实际 观测 资料 和 图 形 ， 判 断 它 是 否 
具有 自 仿 射 相似 性 ， 以 及 如 果 是 自 仿 射 分 形 的 话 ， 其 参数 应 如 何 选 
取 ， 这 类 问题 是 反问 题 。 

我 们 以 绘制 Brown 运动 曲线 为 例 ， 说 明正 问题 的 一 般 求解 方法 
( 详 见 Barnsley et al. ，1988)。 这 里 所 用 的 方法 叫做 中 点 位 移 法 (ran- 
dom midpoint displacement method) 。 

在 作 正 问题 时 ， 我 们 利用 了 计算 机 的 一 个 产生 随机 数 的 功能 : 
给 定数 学 期 望 0 和 均 方差 后， 计算 机 能 产生 一 组 随机 数 B GSL, 
2, «+, N), 
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ECB,) —0 


Var(B =e 
现在 我 们 来 制造 一 个 [0，1j 区 间 上 的 Brown 运动 (图 5.4). W 
B(0)=0 


图 5.4 正 问题 的 一 般 求解 方法 
(a) 用 中 点 位 移 法 生成 fBm 的 了 示意图。 说明 见 正文 。 图 中 计算 了 前 2 半 ， 给 出 了 
5 个 点 的 值 ， 点 与 点 之 间 以 直线 相连 ， 表 示 线 性 插值 ; (CO 用 中 点 位 移 法 牛 
成 的 Brown 运动 。 从 下 至 上 依次 给 出 了 计算 的 前 8 步 结 果 ， 分 别 计算 
了 3，5，9，…，259 个 点 的 数值 


然后 让 计算 机 按 数 学 期 望 值 为 0， 方差 为 o 的 要 求 ， 产生 一 个 随机 
数 ， 令 这 个 随机 数 为 BOD, BR 

E(B(1))=0 

VarC B (1))=0 


现在 用 中 点 位 移 法 造 出 (0，1) 中 点 /一 的 Brown 运动 值 ; 


d 


1 1 B 
B(=) BO => (BU) — BO» D, (5. 4) 


其 中 DD, 是 一 个 随机 变量 ， 且 E(D,) 一 0。 由 自 仿 射 的 性 质 ， 按 公式 


65.2), RNA 
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另 一 方面 ， 由 式 (5. 4) 
1 


2 Var[ BCD — BCOD J+ Var(D, ) 


Var| B( )—Bo ]=4 


1 o + Var(D,) 


由 上 面 两 式 ， 可 得 随机 数 D; 的 方差 为 
canos 
VarCDi) - At — vo 
于 是 ， 在 知道 随机 数 D; 的 数学 期 望 值 和 方差 的 条 件 下 ，D; 可 以 由 
计算 机 产生 出 来 。 


同样 方法 ， 可 以 计算 B(+) a B(3), 


B(+)—Bo=F(B(+)—Beo))+D" 


4 
40 005 
00 0 00 ^ 
-40 -005 
100 200 300 400 500 O 100 200 300 400 500 
(a) (b) 
03 0.06 
00 0.0 
-03 -0.06 
100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 
(c) (d) 
02 0.04 


100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500 
(e) (f) 


图 5.5 用 自 仿 射 分 形 方法 人 工 合成 的 fBm 运动 
(a) 高 斯 白 噪 声 序 列 ; (b) H=0.1, D=1.9; (OQ H=0.3, D=1.7; (d) H=0.5, 
D=1. 5(Brown iE iD; (e H=0.7, D=1.3; (D H=0.9, D=1.1 


* 109 « 


RAR 


MUS Sor f 7, 
; ae il 


hund 


图 5.6 自 仿 射 分 形制 图 术 的 一 个 例子 
绘制 地 形 图 ( 引 自 Barnsley etal., 1988) 
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其 中 
ECD,) =0 


Var(D,) =A} = Bo 


对 于 第 nn 次 计算 ， 可 以 求 出 A=2 RS Brown 运动 的 函数 值 ， 其 相 
应 的 随机 变量 D, 的 


Var(D,) =A = sare" 


图 5. 4(a) 给 出 了 用 中 点 位 移 法 产生 Borwn 运动 的 示意 图 ， 图 5. 4(b) 
给 出 了 产生 的 一 个 实际 例子 。 

解决 正 问题 的 方法 除了 中 点 位 移 法 外 ， 还 有 频谱 方法 (参看 Tur- 
cotte 著 《 分 形 与 混沌 》 一 书 第 七 章 ， 地 震 出 版 社 ，1993) 。 

图 5.5 和 图 5. 6 表示 用 自 仿 射 方法 产生 的 分 形 ， 图 5.5 是 一 组 
fBm 曲线 ， 图 5. 6 是 立体 地 形 图 。 

值得 注意 的 是 : 图 5.6 中 所 示 地 形 图 是 一 个 自 仿 射 分 形 。 每 次 
合成 出 来 的 地 形 图 不 尽 相 同 , 但 其 统计 特征 一 一 例如 分 形 维 数 却 是 
相同 的 。 分 形制 图 术 显 示 了 一 种 复杂 性 与 规律 性 并 存 的 结果 ( 详 见 
Barnsley et al. ，1988) 。 


5.4 反问 题 一 一 相关 函数 和 功率 谱 密 度 


现在 讨论 反问 题 : 如 果 我 们 有 了 一 条 时 间 曲 线 或 一 些 实 际 测量 
的 资料 ， 如 何 判断 它们 是 自 仿 射 统计 分 形 ， 而 且 自 仿 射 分 形 的 参数 
是 什么 ? 

统计 分 析 中 ， 相 关 分 析 和 功率 谱 分 析 是 十 分 有 用 的 工具 ， 讨 论 
反问 题 从 介绍 相关 分 析 和 功率 谱 函 数 开 始 。 

如 果 我 们 有 一 随机 变量 BOD (不 妨 设 E(B(1)) 王 0， 这 是 为 讨论 
的 方便 ， 对 于 数学 期 望 值 不 等 于 零 的 那些 随机 变量 ， 可 以 将 每 个 变 
量 减 去 一 常数 即 可 得 到 数学 期 望 值 为 零 的 随机 变量 )， 定 义 其 自 相 关 
函数 RG, OW 

RG, D=ELBM Bath | 
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BR, RG, 是 一 个 与 和 rt 有 关 的 随机 函数 。 在 各 态 历经 假设 下 ， 
若 B(0 是 一 平稳 随机 过 程 的 话 ， 自 相关 函数 Ri，zr) 中 的 上 被 平均 
掉 ， 其 自 相 关注 数 变 成 了 R(r)， 它 不 再 是 随机 函数 了 。 
R(t, rt)=ELBG)BGT7) 
显然 
R(O)=ELBG)’J=E[(BG)— E(B())) ]— VarB(G) =" (5. 5) 

式 (5.5) 建 立 了 自 相 关 函 数 ROS 如 (1 方差 之 间 的 关系 ; 方差 
就 是 r= 0 时 的 自 相关 函数 。 

车 BM ÆSA Brown 运动 的 话 ， 下面 具体 讨论 它 的 自 相 关 销 
数 。 为 简单 计 ， 我 们 讨论 一 特殊 情况 : rz 一 2 

R(Q—R(GD-ELBC- 0D * BÆ] 


| -ELCBQ) — BC DD! ]-2EEBCO? ] 
2 


Nm 
aan ps 
2 

从 式 (5.6) 可 以 看 出 ， 当 H=1/2N, Ror) —0, XRH Brown 
运动 的 时 间 相 关 函 数 为 零 ， 它 是 一 个 独立 的 随机 无 规 过 程 ， 过 去 的 
行为 不 影响 将 来 的 行为 ， 也 就 是 通常 所 说 的 马尔 科 夫 过 程 。 当 HA 
1/2 时 ， 相 关系 数 不 为 零 ， 表 示 存 在 着 长 程 的 相互 作用 ， 过 去 的 增长 
(或 衰退 ) 过 程 ， 在 今后 是 否 保持 增长 (或 衰退 ) 过 程 ， 视 式 (5. 6) 中 的 
系数 而 定 。 当 互 >1/2， 是 负 相 关 ， 当 互 <1/2， 是 正 相关 。 

功率 谱 分 析 在 统计 分 析 中 是 一 个 有 用 的 工具 。 我 们 知道 ，FEou- 
rier 分 析 也 是 一 种 常用 的 谱 分 析 技 术 ， 但 是 随机 函数 的 Fourier 谱 也 
是 随机 函数 。 因 此 ， 很 少 使 用 Fourier 谱 。 而 随机 函数 的 功率 谱 不 是 
随机 函数 ， 而 是 确定 的 函数 ， 因 此 ， 分 析 统 计 现 象 时 经 常用 功率 谱 。 

与 自 相关 函数 有 对 应 关系 的 是 功率 谱 密 度 函 数 ， 或 简称 谱 密 度 
函数 S(w)， 它 定义 为 


(5. 6) 


oc 


SCo) = | Roe dr (5. 7) 


-00 
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Ro-l | SC) e^** du 
an J 


下 面 来 说 明 ， 为 什么 和 相关 函数 RC(7) 对 应 的 S(w) 是 功率 谱 密度 ，。 
zi BCD 表示 一 质点 对 平衡 位 置 的 位 移 ， 系 统 的 刚度 二 1， 则 


KBWAAA, SKB) 为 单位 时 间 内 的 应 变 能 ， 那 么 在 振动 持续 
时 间 工 之 内 的 总 应 变 能 为 (系数 1/2 WR D 
W= [KB dt 
功率 为 
一 于 Kord = E ELBC'] 


将 式 (5. 5) 代 人 并 略 去 常 系数 
W=R(0) (5. 8) 


另 一 方面 ， 功 率 是 由 各 种 频率 成 分 贡献 而 成 ， 


oo 


d 
W= = | Sodus (5.9) 


一 oo 


AP SCw) dw 代表 了 (o，w 十 dw) 频 率 成 分 对 总 功率 的 贡献 ， 因 此 ， 
这 就 是 为 什么 S(w) 被 称 为 功率 谱 密度 的 原因 。 
从 上 面 讨论 可 知 ， 对 于 一 般 的 平稳 随机 现象 
RO) = Var[ BG) ] 


oo 


RW) = = | scodu 
2n 


一 em 


而 对 于 自 仿 射 分 形 fBm 的 特定 条 件 ， 若 BCOC[O, T] 


Var[ BO] ~ T?" (5. 10) 
将 上 面 三 个 公式 合并 考虑 ， 并 注意 到 T—-2x/wo. A 
27°F 1 
a ~ 7 [Stew dw 
上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
SCo)—w ? (5. 11) 


且 
，113 。 


8 =2H+1 (5. 12) 

考虑 到 式 (5. 3) ， 我 们 可 将 描述 自 仿 射 分 形 的 三 个 参数 D、 互 和 8 的 
关系 写 出 ， 

8 =2H+1=5—2D (5. 13) 

图 5.7 给 出 了 三 个 {Bm 的 图 形 , HSMP. DAH 对 图 形 特 

征 的 影响 ， 从 图 中 可 以 看 出 ，D 越 小 ， 曲 线 的 高 频 成 分 越 少 ; 反之 

综 上 所 述 ， 处 理 反 问题 时 ， 最 常用 的 方法 是 求 出 所 研究 的 函数 


ER 
(a) 
a vf l 
% 
lgf 
1/ f RFS 
(b) 
S 
Sb Vf ! 
Ig f 
Brownjz 3j] ek 1/ /噪声 
(c) 
3 1 
N 
EJ yf 
Igf 


图 5.7 几 种 常见 的 {Bm 
Ca) ARE, B=0; Cb) 1/ f WP, B1, H=0, D=2; 
X Brown iam. 8 =2, H=0.5, D=1.5 
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关系 (如 时 程 曲线 ) 的 功率 谱 。 看 功率 谱 是 否 符合 寡 指 数 分 布 (5. 11) 
式 ， 若 符合 的 话 ， 该 函数 关系 是 一 自 仿 射 分 形 ， 且 自 仿 射 分 形 参 数 
可 以 通过 式 (5. 13) 求 出 来 。 


5.5 地貌 与 自 仿 射 分 形 


函数 随 空间 坐标 、 随 时 间 的 变化 常常 利用 自 仿 射 分 形 来 进行 
分 析 。 

用 自 仿 射 分 形 分 析 函 数 随时 间 变 化 的 例子 有 很 多 。 例 如 气候 的 
长 期 变化 (Nicolis，1984)， 降 雨量 随时 间 的 变化 CTurcotte，1993)， 
噪声 分 析 (Voss etal. ，1988)， 自 然 灾害 随时 间 的 变化 以 及 在 某 一 地 
点 观测 到 的 各 种 地 球 物理 场 随时 间 的 变化 等 。 这 些 时 间 过 程 都 可 以 
用 自 仿 射 分 形 来 进行 分 析 。Fluigeman 和 Snow(1989) 发 现 ， 海 底 岩 
芯 中 氧 同位 素 比 值 的 时 间 变 化 可 以 用 自 仿 射 分 形 来 表示 ， 而 通常 认 
为 氧 同 位 素 的 比值 和 当时 的 纬度 成 比例 。 因此， 对 岩 芯 中 氧 同位 素 
的 时 间 分 析 ， 提 供 了 气候 变化 服从 分 形 统计 学 的 证 据 。 关 于 时 间 变 
化 的 分 析 ， 我 们 在 本 书 第 七 章 还 要 从 另外 的 角度 进行 介绍 。 

用 自 仿 射 分 形 来 分 析 函 数 随 空间 变化 的 例子 也 很 多 。 例 如 地 球 
物理 测 井 。 通 常 为 了 了 解 地 下 岩石 的 性 质 ， 需 要 打 一 口 井 ， 在 该 井 
中 进行 岩石 各 种 性 质 的 测量 ， 研 究 测量 结果 与 井深 的 关系 。 典 型 的 
测 井 有 声波 测 井 、 电 导 率 测 井 、 中 心 激活 测 井 和 孔隙 度 测 井 等 。 测 
量 得 到 的 量 与 深度 的 关系 就 像 时 间 序 列 一 样 ， 只 不 过 把 时 间 变 数 改 
为 空间 变数 ， 因 此 也 可 以 应 用 (空间 ) 频 谱 分 析 技 术 。 在 声波 测 井 
(Todoeschuck et al. ，1990) 和 孔隙 度 测 井 (Hewett，1986) 中 ， 都 成 
功 地 应 用 了 自 仿 射 分 形 的 分 析 技 术 。 测 井 研究 的 是 岩石 性 质 在 深度 
方面 的 分 布 规律 ， 不 仅 对 垂直 方向 的 资料 解释 可 以 应 用 自 仿 射 分 形 
分 析 ， 对 水 平方 向 的 资料 解释 也 可 以 应 用 这 些 技术 。 应 用 地 球 物理 
学 的 发 展 已 经 历 了 几 个 阶段 : 20 世纪 30 一 50 年 代 ， 应 用 地 球 物理 学 
主要 用 来 寻找 矿产 ，60 一 70 年 代用 来 找 油 ，80 年 代 从 环境 科学 的 需 


要 出 发 ， 主 要 是 找 水 和 研究 水 的 运 移 规律 。 进 入 90 年 代 以 来 ， 为 工 
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程 需求 提供 地 下 详细 而 可 靠 的 岩石 特性 资料 已 成 为 应 用 地 球 物理 学 
发 展 的 主要 方向 之 一 。 为 了 了 解 地 下 情况 ， 人 们 往往 需要 打 间 并 进 
行 井 中 测量 。 但 是 由 于 打 井 费用 昂贵 ， 不 可 能 将 井 打 得 很 密 。 因 此 
通过 有 限 的 井 ， 如 何 了 解 这些 井 之 间 岩 石 的 性 质 ， 就 成 为 了 当前 急 
待 解决 的 问题 。 宕 指数 频谱 的 一 个 重要 应 用 是 在 测量 点 资料 之 间 进 
行 外 推 插 值 。 这 种 外 推 插值 可 以 利用 测量 资料 具有 乱 指 数 这 一 特性 。 
在 这 方面 ， 自 仿 射 分 形 的 分 析 技 术 提 供 了 一 种 新 的 分 析 方 法 ， 有 着 
巨大 的 潜在 应 用 前 景 。 

自 仿 射 分 析 技 术 特 别 适用 于 分 析 物 体 的 表面 (Russ，1994)。 所 
谓 物体 的 表面 ， 小 至 岩石 和 金属 材料 的 破裂 断面 (Brown et al., 
1985)， 大 至 地 球 表 面 和 海底 的 地 形 地 貌 (Fox，1989; Mareschal, 
1989)。 能 够 产生 连续 的 符 指 数 频谱 的 自然 现象 ， 将 不 具有 特征 频 
率 ， 而 且 在 很 宽 的 范围 内 是 标 度 不 变 的 。 利 用 这 些 特性 ， 在 研究 地 
貌 问题 时 ， 自 仿 射 分 形 是 很 有 力 的 工具 。 图 5.8 给 出 了 在 美国 俄 勤 
岗 州 三 个 不 同 地 区 的 24 个 例子 。 我 们 沿 经 线 和 纬 线 按 每 公里 7 个 点 
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图 5.8 ERE DX. AS lH eH 450 e DX. 213 — HE RU TET a 
的 功率 谱 密度 与 波 数 的 关系 图 
双 对 数 坐 标 中 的 线性 关系 表示 这 样 的 地 摇 是 自 仿 射 分 形 的 。 不 同 剖 面 结果 在 

坚 直 方向 稍 加 移动 ， 使 它们 错开 避免 重 倒 ( 据 Fox eral. ，1985) 
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将 地 形 数字 化 。 对 于 三 个 地 区 中 的 每 一 个 地 区 ， 沿 经 度 和 纬度 方向 
都 安排 由 每 条 512 个 点 组 成 的 等 间距 分 布 的 20 AR AT. WL 5. 8 所 
示 的 那样 ， 在 这 三 个 地 区 ， 地 形 谢 面 的 功率 谱 对 数 与 波 数 的 对 数 之 
间 呈 现 了 很 好 的 线性 关系 ， 表 明 功 率 谱 密度 SCo) 与 波 数 尺 之 间 存 在 
着 备 指 数 关 系 ， 进 而 说 明 这 样 的 地 貌 是 自 仿 射 分 形 的 。 图 5.8 H, 
每 个 地 区 都 给 出 了 8 个 典型 的 结果 。 利 用 式 (5. 11) 对 每 条 剖面 应 用 
最 佳 拟 合 技术 ， 得 到 分 维 数 D 的 平均 结果 是 
D=1.5 

值得 指出 的 是 ， 第 三 章 中 讨论 过 海岸 线 的 分 维 ， 海岸 线 是 沿海 
地 貌 与 海平 面 的 交 线 ， 其 分 维 分 析 是 一 种 对 地 貌 在 水 平方 向 的 剖面 
的 分 析 ， 即 等 高 线 的 分 维 分 析 。 用 类 似 的 方法 还 可 以 对 地 形 图 上 任 
何 高 度 的 等 高 线 进行 分 形 分 析 (Norton et al. ，1989)。 但 本 章 对 地 和 貌 
的 分 析 ， 则 是 对 地 和 貌 在 垂直 方向 的 剖面 的 分 析 。 水 平 剖 面 和 垂直 前 
面 并 不 完全 是 一 回 事情 ， 它 们 之 间 的 联系 ， 以 及 两 种 剖面 分 维 的 关 
系 是 需要 进一步 研究 的 问题 。 


练 习 题 


1. 证 明 : 从 自 相 似 或 自 仿 射 表面 测 的 功率 谱 具 胜 律 谱 密 度 关 
系 ， 即 
se 剖面 
7—2D GHD 
AP DOE. 
2. 如 果 地 貌 是 自 仿 射 分 形 ， 说 明 ; 山脉 与 谷地 的 高 与 宽 之 比 在 
所 有 尺度 上 都 应 是 一 样 的。 进一步 ， 若 知道 8==0.8， 试 求 山脉 与 谷 
地 的 高 、 宽 之 比值 。 
3. 红 噪 声 的 定义 是 8 —1. HAED 为 多 少 ? 其 标准 方差 o 与 时 
间 间 隔 工 的 关系 如 何 ? 红 品 声 是 {Bm 的 一 个 例子 吗 ? 如 果 是 的 话 ， 
原因 何在 ? 
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4. 考虑 如 图 5. 9 所 示 的 河 系 的 分 形 模 型 ( 引 自 Turcotte, 1993), 
假定 标 度 不 变 律 成 立 ， Hl h;/h;—h,/h;— R, CD 证 明 第 n 级 河流 的 
长 度 P, 由 下 式 给 出 

二 一 eee 一 一 Rh, 
P,=h, th, thy hi + R-1 


第 (2 一 1) 级 河流 的 长 度 P, 1 由 下 式 给 出 
Rh 
P,-1 =h; +h; +h, +h; 十 … 一 元 


hJ8 hll6 


hA 


图 5.9 分 形 河 系 的 模型 


(2) 因为 N, 二 1，N,_1 一 2，N,-z 一 4 等, 证明 D 一 ln2/lnR。 对 
于 图 5.9 给 出 的 情况 (4 一 hi/2, $), REREH RE. 
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第 六 章 多 重 分 形 


对 于 简单 的 分 形 ， 用 一 个 分 形 维 数 就 可 以 描述 它 的 特征 。 但 对 
于 许多 复杂 的 现象 ， 它 们 包含 多 个 层次 ， 每 个 层次 具有 不 同 的 统计 
特征 。 这 时 用 一 个 参量 就 够 了 ， 需 要 用 多 个 (有 时 其 至 是 无 限 多 个 ) 
参量 才能 描述 它们 。 这 就 是 多 重 分 形 Cmultifractal)。 我 们 首先 从 地 
学 中 的 成 矿 过 程 谈 起 。 


6.1 成 矿 作 用 模型 


假定 在 d 维 ( 拓 扑 ) 空 间 中 有 一 由 质点 凝聚 成 的 分 形 ， 其 分 维 为 
D, 质点 集合 的 质量 M(L) 与 集合 中 质点 数目 N (IL) 成 正比 ， 该 分 形 
体 的 密度 为 


4 D<d 时 ， 物 体 体积 增长 要 比 它 的 质量 增长 快 。 随 着 工 的 增 大 ， 
密度 会 逐渐 变 小 ， 物 体 也 会 变 得 您 来 依稀 琉 。 对 于 这 样 的 简单 分 形 
体 ， 只 需 一 个 参量 就 能 完全 确定 物体 的 密度 。 

对 于 复杂 情况 又 怎样 呢 ? Mandelbrot 说 过 这 样 一 段 话 :“ 高 品位 
的 铜 矿 的 分 布 是 不 均匀 的 ， 主 要 集中 在 世界 少数 几 个 地 区 。 如 果 进 
一 步 考 察 其 中 一 个 地 区 铜 矿 的 分 布 ， 就 会 发 现 其 分 布 仍然 是 不 均匀 
的 ， 主 要 集中 在 少数 几 个 子 区 域 之 中 。 从 统计 意义 来 说 ， 可 以 认为 : 
在 每 一 储 铜 区 ， 无 论 其 区 域 大 小 ， 高 品位 铜 矿 的 相对 分 布 都 是 相同 
的 .” 我 们 现在 设想 一 个 成 矿 过 程 的 模型 (图 6.1)。 为 了 讨论 方便 ， 
只 限于 讨论 一 维 的 模型 。 假 定 我 们 有 一 单位 长 度 的 线性 地 区 。 第 一 
步 ， 将 该 线性 区 分 成 三 段 ， 每 段 长 1/3。 两 端的 两 段 ， 矿 产 聚 集 的 概 
率 为 P ， 中 间 一 段 为 P， 且 
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P,>P, 

这 样 得 到 的 结果 如 图 6. 1(a) 所 示 ， 矿 产 相 对 富 集 在 中 间 的 部 分 。 第 
二 步 (k= 二 2), X 0~1/3, 1/3—2/3, 2/3—1 的 三 段 地 区 ， 再 次 重复 
以 上 的 过 程 ， 在 第 一 步 形成 的 富 集 区 ， 矿 产 进 一 步 向 中 间 部 位 富 集 
(图 6.1 (b) )。 第 三 步 (三 3) 的 结果 见 图 6.1(c)。 图 6. 1600 26 HB XC 
限 步 以 后 的 情况 ， 这 时 ， 成 矿 作 用 结束 ， 矿 产 形成 了 。 从 上 面 的 例 
子 我 们 可 以 看 出 ， 最 终 形成 的 矿产 是 分 形 的 ， 但 十 分 复杂 。 为 了 完 
整地 描述 它 ， 仅 用 单一 一 个 分 维 数 是 不 够 的 ， 震 要 多 个 (甚至 无 穷 
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图 6.1 成 矿 模型 示意 图 
假定 在 单位 长 度 的 线性 区 均匀 分 布 着 某 种 矿物 ， 示 意图 给 出 了 矿物 不 断 向 少数 
地 区 富 集 最 后 形成 矿产 的 过 程 。(a) 第 一 步 (4 二 1)， 将 线段 三 等 分 ， 两 端 师 段 矿 
物 的 密度 是 P1， 中 间 段 密度 为 P, P:->P, (2P 十 P 一 1)， 显 然 ， 矿 物 向 中 间 
dE, (OO 第 二 步 (E 一 2)， 在 0~1/3， 1/3~2/3, 2/3~1 的 二 段 地 区 再 一 次 重复 
上 述 富 集 过 程 ，9 个 子 段 的 矿物 浓度 为 Pi,，PiP,, Pi. PiP,, Pi» PaPa, Pio 
P, P, ，P; ， 矿 物 的 富 集 进 一 步 集中 在 更 少数 地 区 ; (O 第 三 步 (4 二 3) 的 结果 ，; 
(D 无 限 多 次 富 集 作用 后 的 结果 ， 富 集 作 用 完成 ， 从 产 形 成 ， 这 时 ， 矿 产 的 分 布 
是 一 个 分 形 ， 但 是 一 个 复杂 的 分 形 ， 需 要 多 个 参数 才能 描述 
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多 ) 参 量 才能 描述 它 。 
6.2 多 重 分 形 


从 图 6. 1 可 以 看 出 ， 随 着 上 的 增加 ， 矿 物 分 布 的 不 均匀 性 就 越 
来 越 明显 了 ， 为 了 定量 地 描述 这 种 不 均匀 性 ， 我 们 把 研究 对 象 ( 取 其 
线 度 为 1) 分 成 N 等 分 ， 每 一 等 份 的 “盒子 ” 线 度 记 为 e， 定义 第 i 
个 盒子 的 密度 分 布 函 数 P, 为 

P, Ce) —e* (6. 1) 
其 中 。 是 一 个 远 远 小 于 研究 对 象 线 度 的 测量 单位 。 对 于 完全 均匀 的 
分 布 ， 显 然 有 P,(e) ~e Cd 是 研究 对 象 所 占据 的 拓扑 维 数 )。 对 于 一 
个 简单 的 分 形体 ,，P,(e)~s2 ， 式 (6.1) 给 出 了 对 于 一 般 的 分 形 的 分 布 
特征 。 非 整数 x 一 般 称 为 奇异 指数 ， 它 们 取 值 和 盒子 的 位 置 有 关 。 

现在 我 们 把 在 分 形 上 具有 相同 a 值 的 小 盒子 的 数目 记 为 N,(e)， 
它 是 与 大 小 有 关 的 ， 并 可 写成 

N,(e)~e f? (6. 2) 
将 式 (6.1) 与 NGO e ?的 简单 分 形 公式 相 比 ， 立 即 可 以 看 出 f(a) 的 
物理 意义 是 表示 具有 相同 a 的 值 的 子 集 的 分 形 维 数 。 一 个 复杂 的 分 
形体 ， 它 的 内 部 可 分 为 一 系列 不 同 a 值 (P, 值 ) 所 表示 的 子 集 。 这样 
Jo 就 给 出 了 这 一 系列 子 集 的 分 形 特性 。 

为 了 了 解 这 一 系列 子 集 分 布 特性 ， 借 助 于 统计 物理 中 的 矩 表 示 
方法 。 为 此 ， 定 义 函 数 X,(e)， 它 是 对 各 个 小 盒子 的 概率 加 权 求 和 ， 


N 
X,(e) = DP = er q € (= œ, oo) (6. 3) 
1=1 
并 定义 广义 分 形 维 数 D, 为 
1 lim Inz,() _ 1 


一 一 im 一 = .4 
D, q—1 <20 Ine q—1 lim Ine (6. 4) 


定义 X,(e) 的 目的 是 显示 各 种 大 小 的 P, 的 作用 。 从 式 (6. 3) 可 以 看 

出 ， 若 有 两 个 小 区 域 m 和 j 的 概率 分 别 是 P, MP, E PSP,. M 

q 六 1 时 ,在 》)P' 求 和 中 显然 是 P' 起 主要 作用 ,这 时 的 x, MD, 反 
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映 的 是 概率 高 (或 稠密 的 ) 区 域 的 性 质 。 如 果 在 gq oR RARE PF, WT 
以 只 考虑 Pu 而 忽略 其 他 的 小 概率 ， 这 样 就 大 大 简化 了 x, 的 计算 。 
反之 ， 当 g 和 1 时 ， 双 反映 的 是 分 布 中 概率 比较 小 (或 疏 稀 的 ) 区 威 
的 性 质 。 所 以 ， 通 过 加 权 的 处 理 ， 就 把 一 个 分 形 分 成 许多 具有 不 同 
奇异 程度 的 区 域 来 研究 。 多 重 分 形 正 是 这 样 的 一 个 由 有 限 几 种 或 大 
量具 有 不 同 分 形 行为 的 子 集合 合 加 而 组 成 的 非 均 匀 分 维 分 布 的 奇异 
集合 。 因 此 ， 和 多重 分 形 概念 是 原始 分 形 概念 对 于 非 均 匀 分 形 的 自然 
推广 (Grassberger，1983; Hentshel and Procaccia, 1983; Mandel- 
brot, 1989), 。 利 用 多 重 分 形 这 个 概念 ， 使 我 们 能 分 层次 地 来 了 解 分 
形 内 部 的 精细 结构 。 下 面 证 明 式 (6. 4) 定 义 的 D, 在 9 王 0，1，2 时 分 
别 给 出 以 前 介绍 过 的 容量 维 D。、 信 息 维 D; 和 关联 维 D. 

首先 看 g==0 的 情况 。 对 于 P, 关 0 WEF, PSl, WF RR 
子 ”，P? 一 0， 因 此 已 一 0 一 0。 所 以 按照 式 (46.3)，zo(e) 一 Ne)， 
这 里 Ne) 表 示 密 度 为 不 为 零 的 盒子 总 数 ( 非 空 盒子 数 )， 这 时 式 
(6. 4) 变 为 

D, = — lim NC? 


r 一 0 Ine 
这 与 定义 容量 维 D 的 公式 (3.3) 是 完全 一 致 的 。 这 表明 ; gq 一 0 时 ， 
zo 反映 的 是 研究 对 象 的 空间 几何 特性 ， 与 待 测 物理 量 的 不 均匀 分 布 
无 关 。 


再 看 9 一 1 的 情况 ， 这 时 zx,(e) P —1. ED, 的 公式 (6.4) 
中 ， 分 子 和 分 母 都 出 现 了 零 。 这 时 的 D, 必须 要 数学 变换 后 才能 得 
H. 令 
In( YP") In( he) 
1 = 
D, = 元 lim 


] eo Ine = lim Q Dine 
对 g 王 1， 利 用 海 必 达 法 则 ， 对 上 式 分子 、 分 母 同 时 对 q 求 微 商 ， 有 
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这 与 以 前 式 (3.4) 定 义 的 信息 维 完全 是 一 致 的 。 

现在 讨论 9 二 2 的 情况 。 把 空间 分 成 m 个 小 盒子 ， 每 个 盒子 的 大 
小 是 es。 假定 有 NN 个 质点 XI ，Xs，…，Xnw。 含 有 X, 点 的 盒子 bb 
是 盒子 的 序号 ) 中 落 人 的 质点 数 NA 


N,G) = Me[e— (X.,— X] 


其 中 
ax) 一 T c0 
0 rz 
则 距 X, 点 距离 小 于 e 的 点 对 数目 的 比例 C,(e) 为 
C, c) = p,ciy 


对 C,(e) 求 平均 ， 可 得 所 有 点 对 中 距离 小 于 的 点 对 数目 占 总 点 对 数 
目的 比例 Ce) 


Cle) = NC) = NEP) 
土 式 的 求 和 ， 是 先 固 定 ; 点， 计算 PO, AB i=l, 2, --Nit 
算 求 和 。 我 们 也 可 以 采取 另 一 种 等 价 的 求 和 办 法 。 先 固定 盒子 2， 计 
算 P, 和 盒子 中 的 点 数 N O, NP, 就 是 5 盒子 对 整个 求 和 的 贡献 ， 
然后 令 5 一 1，2，…，m， 对 所 有 的 盒子 求 和 。 这 样 ， 上 式 变 为 


-l yal 一 工 
Ce) = g 2, PO) N24 2P N ZNP, 


= SIBI 
只 要 我 们 对 盒子 重新 编号 ， 上 式 可 写成 
CG) — XP; 
由 式 (3. 5) 给 出 
2 
D, = li InCle) _ li in( DP!) 
» = lim 一 一 一 = lim 一 一 一 一 一 
eo dne 0 Ine 


这 与 式 (6. 4) 是 完全 一 样 的 。 所 以 当 9 一 2 时 ， 式 (6.4) 给 出 的 是 关联 
维 D, 。 由 此 可 见 ， 容 量 维 Do. fa EHE D. 和 关联 维 D 都 是 广义 分 
维 D, 的 一 些 特例 。 
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将 式 (6. 1) 和 式 (6.2)， 代 和 人 式 (6. 3) 得 
xr, = Meo 
H Fe, WERA, H x 仪 当 ag 一 f(a) 取 极 小 值 时 贡献 最 
大 ， 由 于 a 随 g 不 同 而 变化 ， 故 极 小 值 条 件 为 


[ag fla) Jla i =0 
a 


d? 
Eua fla) J | aa’ Go 770 


由 上 面 两 式 可 以 求 出 当 ag 一 了 f(a) 取 极 小 值 时 a 的 值 a* (gq) 米 。 这 时 
x, 可 以 写成 


* (Da fia * (QD 


La E 
代入 式 (6. 3) 80 X C6. 4) ， 得 到 
P(g)—ga' (9q) 一 ae (gqg)) (6.5) 
D, eet (= fla" (9))] (6. 6) 


式 (6. 6) 表 明 ， 若 知道 a MEA f(a), BEAT LAR D, 来 。 反 过 来 ， 
车 知道 了 D,， 我 们 也 可 以 求 出 a 来 。 将 式 (6. OX g 求 微 商 ， 可 得 


. d 
a (p= 30-4 DD] (6. 7) 


上 述 关 系 式 (6.1) 一 (6.7) 构 成 了 多 重 分 形 的 理论 核心 ， 不 论 用 
a, FOR gq, D, 作为 独立 参数 都 可 以 描述 多 重 分 形 内 部 结构 ， 可 根 
据 实际 情况 决定 用 哪 一 组 参数 。 
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应 用 多 重 分 形 的 第 一 个 例子 ， 就 是 讨论 前 面 介 绍 的 成 矿 模型 。 
我 们 从 讨论 成 矿 过 程 第 EGR 一 1，2，…，co) 步 的 情况 开始 。 对 于 第 
& 级 ， 盒 子 ( 即 小 区 间 ) 的 大 小 。 

e— (1/3)* 
任何 一 个 盒子 中 矿物 富 集 的 概率 P, 为 
P,=P? Py "=e 
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(m=0, 1, 2, **, H OSMR) 

我 们 先 讨论 用 a， f(a) 参 数 表示 的 多 重 分 形 特 征 。 为 了 讨论 (ONE 
性 行为 ， 不 失 一 般 性 ， 令 PQ—0.3, P,=0.4, XET UAR Hi RC E SE 
度 分 布 中 的 最 大 值 P。. 和 最 小 值 Pus: 

Prax = (0. 4)! = e = (1/3) bom 

Pomm = CO. 3)* = e 一 (1/3) 
同样 ， 也 可 以 由 上 面 式 子 求 出 a 的 最 大 值 ce 和 最 小 值 a 

amn—=—ln(0.4)/ln3=0, 834 

ax 一 一 ]n(0. 3) /In37 1. 096 

通过 图 6. 1， 可 以 计算 概率 等 于 PTP 入 ”的 小 盒子 的 数目 Ne(e)， 

通过 归纳 法 可 知 


k 
N,Ce) —2" | | 
m 


k u k! 

m| (kom)! m! 
是 二 项 式 系数 。 特 别 对 于 相应 于 am Cm = Rd AW am Cm — 00 BN, Ce) 
为 


N, (m=kh)=2 
N, (m—0)—1 
因为 
N,~e 9, 且 e 很 小 
所 以 


famx) = f Comm) = 9 
于 是 我 们 可 以 知道 f(a) -a 曲线 是 一 条 钟 形 的 曲线 ， 它 和 o 轴 相 交 在 
amn，oamx 两 点 (图 6. 2 (a))。 
若 知道 一 个 多 重 分 形 的 f(a) -a 曲线 ， 多 重 分 形 的 参数 可 以 从 该 
曲线 上 求 出 。 例 如 ，@ 用 一 条 斜率 为 gq 的 直线 ACS 和 f(a) 钟 形 曲 线 
相 切 于 C 点 ，C 点 的 坐标 分 别 是 了 Cas ) 和 as (这 是 因为 在 C 点 ， 满 


足 是 [se 一/(c?]= 0 的 条 件 )。 直 线 ACS 的 纵 轴 交 点 的 截 距 OA = 
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图 6.2 由 成 矿 模型 得 到 的 矿产 分 布 多 重 分 形 的 特征 
模型 中 P= 二 0.3，P, 二 0.4 ( 见 图 6.1)。(a) 用 f(a) 一 a 作 多 重 分 形 参 数 
得 到 的 结果 ; Cb) 用 D,— a 作 多 重 分 形 得 到 的 结果 


r——[ejq— fa )]9 r). RRA T aq r— fCozO. BELA 
ajq— f(ap) c) — —r. Ort f(a)-a 平面 原点 ， 作 一 斜率 为 1 的 
分 角 线 0S， 与 斜率 为 4 的 ACS 相交 于 S 点 ，S 点 的 坐标 是 D,， 证 
明 如 下 : 
设 S 点 的 横 华 标 为 z，CB==z 一 as 

SB-—CB-*: q^qr-—-a )—-ED 

OD- fla; ) 

OE—OD--ED- qG-—a; )+ fla; ) -OX—x 


z= [ge (4) — f(a* (go)) 
对 比 式 (6.6)， 可 见 
x—D, 
因此 ， 多 重 分 形 的 参数 可 以 用 Fa) -e 曲线 求 出 。 
现在 我 们 再 接着 讨论 用 q, D, 作为 参数 表示 的 多 重 分 形 的 特性 ， 
由 定义 式 (6, 3) 
zle) 一 >}P! 
一 YN. P 


k 
=)>), | capo ntm 
m 


m=0 
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= (2P! + PD* 


根据 式 (6. 3) 
y — Ina, Ce) InC2Pi PP 
ab Ine In(1/3)* 
lIn(2 P1 + Pi) 
In3 
再 根据 式 (6. 4) 
1 
DT" 


可 以 求 出 也 ,来 。 图 6.2(b) 给 出 了 P,—0.3, P,—0.4 时 由 成 矿 模型 
后 得 到 的 多 重 分 形 的 Dra 曲线 。 可 以 看 出 ， 随 着 9 的 增加 ，D, 逐渐 
减少 ， 最 后 稳定 在 Do H. 

在 成 矿 模型 中 ， 若 取 Pi 二 1/2，P; 二 0， 则 我 们 得 到 的 是 典型 的 
Cantor 集合 ， 这 时 


.. nP O In(27*) , ,In2 

r(C9) 一 In3 In3 =(q Ding 
|] . In2 

D, q- 10 ln3 


对 于 Cantor 集合 、Sierpinski 海绵 这 样 的 简单 分 形体 ， 所 有 的 D, 均 
相等 。D, 与 gq 的 关系 化 为 通过 D。 的 一 条 水 平 线 。 但 更 复杂 的 分 形 
Wk. 原则 上 要 用 多 重 分 形 来 描述 。 

第 二 个 例子 是 地 震 空 间 分 布 的 分 形 研究 。 地 震 与 流体 淇 流 存在 
一 种 类 似 性 。 满 流 可 以 被 理解 为 具有 多 重 尺度 次 结构 的 一 种 破裂 过 
#2 (Frisch et al. , 1978; Fujisaka and Mori, 1979), Prasad 等 (1988) 
更 进一步 证 明 注 流 具有 非 均匀 的 分 形 结构 。 从 长 期 (以 地 质 年 代为 尺 
度 ) 的 地 壳 演 变 过 程 和 岩石 图 内 重复 发 生 的 断裂 及 愈合 考虑 ， 我 们 不 
难 理解 目前 地 壳 的 非 均 匀 分 形 结构 和 地 震 分 布 的 多 重 分 形 特征 。 因 
此 地 震 分 布 模式 细微 结构 的 刻画 必须 采用 多 重 分 形 分 析 这 一 工具 
(Geilirman et al. ，1990) 。Hirata 等 (1991) 研 究 了 日 本 关东 地 震 小 地 
震 震 源 的 空间 分 布 。 他 研究 的 地 区 是 一 个 长 方形 的 区 域 ， 范 围 是 北 
纬 35" 一 37"， 东 经 139" 一 141 ， 大 约 40000 km’? 大 小 的 区 域 。 研 究 了 
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震级 M 22. 0 的 7013 次 地 震 的 震源 分 布 。 所 用 的 方法 是 广义 关联 维 
方法 。 对 于 N 个 地 震 ， 首 先 定 义 局 部 密度 函数 C GO 


C, (e) = Nae | x,— x, |) 
i x. x, 里 分 别 代 表 地 震 的 空间 位 置 。 上 式 给 出 了 相距 小 于 e 的 地 
震 对 数目 占 总 地 震 的 比例 。 然 后 定义 广义 关联 积分 CL GO 
C= (DOr) 


= 


当 g==2 时 ， 就 是 前 面 介 绍 过 的 关联 维 的 计算 参数 ， 即 
C; Ce) ~e”: 
将 此 公式 推广 ， 


a> 


C, Ce) c? 
就 可 以 通过 计算 求 出 D, 来 。 
Hirata 发 现 ， 在 1. 26 一 12.6 km 的 范围 内 存在 着 分 形 现象 ， 而 
且 给 出 了 如 图 6. 3 的 D, 与 4 的 关系 曲线 。D, 一 2. 222 D, D. — 
1, 7。D。 是 多 重 分 形 的 下 限 ， 它 相当 于 日 本 关东 地 区 地 震 最 密集 的 
空间 某 些 区 域 的 现象 。 
1989 Æ, Mandelbrot 在 “ 论 地 球 物 理学 的 多 重 分 形 测 量 ” 一 文 


6.3 广义 分 维 D, Sq 的 关系 (根据 Hirata etal., 1991) 
日 本 关东 地 区 1982 年 5 月 至 1988 年 10 月 ，7013 次 2 级 以 上 
地 震 震 源 空间 分 布 的 多 重 分 析 结 果 
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中 说 到 : 多 重 分 形 的 思想 注定 对 地 球 物 理学 产生 日 渐 增 强 的 影响 。 
从 分 形 集 合 到 多 重 分 形 测 量 的 推广 ， 涉 及 主要 用 数 ( 如 分 维 ) 表 达 的 
几何 体 向 主要 由 函数 表达 的 几何 体 之 间 的 过 渡 ， 从 有 限 数目 分 维 数 
向 无 限 数目 分 维 数 的 过 渡 。 


练 习 mE 


1. 阐述 多 重 分 形 的 定义 和 研究 对 象 。 指 出 描述 多 重 分 形 特征 的 
两 套 语言 及 其 相互 联系 。 

2. 证 明 式 (6. 7)。 

3. 证 明 ， 对 于 Cantor 集合 ，Koch 曲线 等 简单 数学 分 形 ， 

D-a =e =D, = =D 

4. 图 6. 4 是 一 个 电阻 网 络 ， 它 是 这 样 来 生成 的 : 开始 时 是 一 根 
均匀 电阻 棒 ， 当 有 电流 通过 时 两 端的 电位 差 为 1， 然后 将 棒 一 分 为 
三 等 份 ， 把 中 间 的 一 段 用 一 个 闭合 回路 代替 ， 这 就 是 一 次 迭代 操 
作 。 作 和 迭代 民 次 后 就 可 以 形成 一 个 具有 自 相 似 特点 的 电阻 网 结构 。 


1 1 l 


rv 
hn DATA 


| 
| yo 


z VE, 


F, 


V, 


~ 
~ 


| n, 


V, V, 
i 


| VV, 


0 0 0 


图 6.4 电阻 网 络 一 一 多 重 分 形 结构 示意 图 
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当 电 流 在 网 络 上 流动 时 ， 在 两 种 结构 上 的 电位 差 会 发 生 差 异 ， 直 线 
段 上 的 电位 关 Vi 二 2/5， 而 在 闭合 回路 上 的 电位 差 V, 一 1/5。 无 穷 
迭代 后 生成 了 一 个 多 重 分形 ， 证 明 对 于 这 种 多 重 分 形 
lnC2V? 十 2V?) 


r= In2 
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Ste 时 间 记 录 分 析 和 R/S 方法 


本 书 前 六 章 ， 介 绍 了 分 形 几 何 的 基础 。 本 书 的 后 面 几 章 则 主要 
介绍 由 分 形 几 何 所 派生 出 来 的 基本 概念 、 统 计 分 析 方 法 以 及 计算 和 
实现 方法 。 在 本 书 中 ， 不 准备 介绍 分 形 开 何在 各 学 科 中 的 具体 应 用 ， 
有 两 个 原因 : 第 一 个 原因 是 各 学 科 中 具体 的 内 容 ， 显 然 在 这 本 小 册 
子 中 无 法 涉及 到 那么 多 细节 ， 即 使 是 提供 可 能 多 的 学 科 背 景 与 知识 ， 
也 会 冲淡 分 形 几 何 的 内 容 ; 第 二 个 原因 是 分 形 几 何 的 应 用 目前 是 各 
类 学 科 的 热门 话题 ， 每 年 都 有 许多 专门 讨论 分 形 几 何 的 学 术 会 议 文 
集 及 专著 出 版 (Avnir，1989; Barnsley, 1988; Devaney, 1990; Cril- 
ly etal., 1991; 李 后 强 等 ，1990; 刘 式 达 等 ，1993; 高 安 秀 树 ， 
1989; BREN, 1989; 陈 显 等 ，1992)。 读 者 掌握 了 分 形 几 何 的 基 
础 ， 就 不 难 理解 这 些 论文 集 和 专著 。 因 此 ， 本 书 之 重点 还 在 于 强调 
分 形 几 何 中 的 基本 概念 ， 为 读者 接近 这 些 应 用 专著 提供 基础 知识 和 
背景 。 所 以 ， 在 第 七 章 ， 介 绍 由 自 仿 射 分 形 而 衍生 出 来 的 时 间 记 录 
分 析 ， 着 重 介绍 R/S 方法。 第 八 章 ， 以 地 震 研 究 为 例 ， 说 明 在 应 用 
分 形 几 何 知识 处 理 实际 地 震 资 料 时 ， 发 展 的 考虑 集合 各 元 素 大 小 的 
一 种 物理 分 形 的 分 析 方 法 。 第 九 章 则 介绍 分 形 研究 中 的 计算 机 技术 。 

本 章 从 时 间 记 录 分 析 开 始 。 许 多 自然 现象 的 观测 都 表现 为 时 间 
过 程 中 的 一 系列 记录 ， 如 温度 、 河 流 的 流量 、 降 水 量 等 随时 间 的 变 
化 。 本 章 讨论 的 第 一 个 问题 ， 就 是 研究 在 这 些 时 间 记 录 中 是 否 存在 
着 某 些 统计 规律 ， 我 们 有 没有 可 能 从 短期 观测 去 预测 “十 年 一 遇 的 
洪水 ”或 “百年 一 遇 的 洪水 ”这 种 长 期 现象 。 第 一 节 主 要 介绍 
Hurrst 在 研究 时 间 记 录 方 面 所 得 到 的 经 验 关 系 。 第 二 节 讨 论 的 是 ， 
假定 在 一 个 自然 现象 的 背后 ， 是 完全 的 随机 过 程 在 起 作用 ， 某 一 时 
刻 发 生 的 现象 与 其 前 一 时 刻 毫 无 关系 ， 在 这 种 完全 独立 的 随机 假定 
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下 ， 推 导出 来 的 时 间 记 录 的 一 般 特 征 。 第 三 节 讨 论 假定 在 随机 过 程 起 
主导 作用 前 提 下 ， 加 入 了 一 些 非 随 机 过 程 ， 这 时 ， 自 然 现 象 的 时 间 记 
录 又 有 什么 特征 呢 ? 最 后 两 节 通 过 两 个 例 了 来 说 明 记 录 分 析 的 应 用 。 

多 数 的 时 间 记 录 都 可 以 用 R/S 方法 进行 分 析 ，R/S 方法 是 Hurst 
于 1965 年 首先 提出 来 的 (Hurst 等 ，1965)， 其 全 名 为 “改变 尺度 范围 
的 分 析 ” (Rescale Range Analysis) ， 它 的 基本 思想 是 ， 改 变 所 研究 的 时 
间 尺 度 的 大 小 ， 研 究 其 统计 特性 变化 的 规律 ， 从 而 可 以 将 小 时 间 尺 度 
范围 的 规律 用 于 大 的 时 间 尺 度 范围 ， 或 者 将 大 的 时 间 尺 度 得 到 的 规律 
用 于 小 尺度 。 这 种 整体 和 部 分 之 间 规 律 的 相似 性 ， 正 是 分 形 几 何 的 核 
心思 想 ， 因 此 ，R/S 分 析 也 与 分 形 几 何 有 着 密切 的 关系 。 


7.1 Hurst 的 经 验 关 系 和 R/S 方法 的 提出 


英国 水 文学 家 Hurst 终生 都 在 研究 尼罗河 ， 继 1952 FHT (Æ 
罗 河 》 专 著 后 ，1965 年 又 发 表 了 《长 期 蓄 水 一 一 尼罗河 实验 研究 》 
一 书 。 在 这 本 书 中 他 提出 了 “改变 时 间 尺 度 分 析 的 新 方法 ”， 人 们 
后 来 称 之 为 R/S 方法 。 

尼罗河 的 水 主要 来 源 于 非洲 中 部 的 阿 伯 特 (Albert) 湖 ,图 7.1 给 


Ele) and X(N/1O'm’ 
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PEL 7.1 阿 伯 特 湖 每 年 向 尼罗河 排放 水 的 规律 
虚线 是 阿 伯 特 湖 每 年 的 海水 量 EO; 当 设 计 中 水 库 每 年 以 4 人 , 向 下 游 排 水 ， 水 库 中 的 
累积 苏 水 量 X(2) 如 图 中 实 线 表示 ; 水 库 中 蓄 水 量 的 变化 范围 为 R( 根 据 Hurst, 1965) 
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出 了 该 湖 每 年 向 尼罗河 排放 的 水 量 &(1)。 现 在 要 在 该 湖 下 方 的 尼 罗 
河上 修建 一 个 水 库 ， 应 该 如 何 根据 观测 的 湖水 湾流 量 来 设计 这 个 水 
库 的 库容 量 ? 

对 于 给 定 的 上 年 ， 设 计 中 的 水 库 接收 上 游 阿 伯 特 潮 的 进 水 流量 
是 a(t), BSR (EC) } 是 一 个 随机 的 时 间 记 录 系 列 ， 该 水 库 向 下 游 排 
7K & B BAF H9 EL CO, 是 : 


ce), = le (7.1) 
公式 (7.1) 表 示 在 尺度 范围 为 t 的 整个 时 间 段 ， 由 上 游 接 收 的 水 量 


Sy (等 于 向 下 游 排出 的 水 量 r(6).。 现 在 的 问题 是 ， 若 水 库 每 年 


以 平均 排水 量 46. 向 下 游 排水 ， 水 库 设 计 库 容 应 多 大 。 显 然 ， 水 库 
每 年 进 水 量 Ci 不 是 固定 的 ， 有 时 多 ， 有 时 少 。 库 容 设计 得 太 小 ， 
遇 到 进 水 多 的 年 份 ， 水 库容 纳 不 下 ， 会 出 现 水 从 水 库 坝 顶 流出 来 的 
现象 ， 这 是 不 允许 的 ， 因 此 ， 库 容 不 能 设计 得 太 小 。 但 库容 设计 过 
大 ， 又 会 造成 浪费 投资 。 所 以 ,合理 地 设计 库容 是 十 分 重要 的 事情 。 
我 们 用 XC() 记 :年 份 进 水 量 &(7) 与 平均 排水 量 (&), 的 累积 离 差 : 


t 


XG, D = >) (ew) — (6), } (7. 2) 


u=1 


累积 离 差 X(D 随 时 间 变 化 的 情况 在 图 7. 1 中 用 实 线 表示 。X(Co 的 极 大 
值 与 极 小 值 之 差 叫 做 极 差 ， 图 7.1 中 用 字母 R 表 示 ( 图 7.1)。 显 然 ， 
对 于 一 段 时 间 来 说 ， 要 维持 平均 排水 量 不 变 ， 极 差 尽 是 水 库 应 该 具有 
的 (动态 ) 库 容量 。R 表示 了 水 库 最 大 蓄 水 量 与 最 小 鞭 水 量 之 差 : 
R(r) = maxX (z, 7) — minXG, r) (7. 3) 
RP, 是 离散 的 年 份 ; c 为 所 研究 的 水 库 使 用 期 的 总 长 度 。 以 上 介 
绍 的 各 种 关系 在 图 7. 2 中 清楚 地 表示 了 出 来 。 
十 分 明显 ， 水 库 库 容 的 设计 是 与 水 库 使 用 的 期 限 = 有 关 的 ， 使 
用 的 时 间 r 越 长 ,水库 的 库容 设计 就 越 大 (对 于 一 个 使 用 十 年 的 水 
库 ， 只 需要 考虑 十 年 一 遇 的 洪水 ; 而 使 用 百年 的 水 库 ， 则 为 必须 考 
虑 百年 一 遇 的 洪水 ， 所 以 后 者 库容 设计 一 定 会 比 前 者 要 大 )。 正 是 因 
为 这 样 ， 我 们 可 以 由 图 7. 1 的 资料 ， 求 出 1904 一 1957 年 的 53 年 期 间 
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图 7.2 合理 地 设计 水 库容 量 的 示意 图 
ECb) 为 第 上 年 的 进 水 量 ; (OO. OM c 年 内 每 年 的 平均 排水 量 ; X(t) 为 累积 库 中 水 量 ; 
Rn 为 上 年 中 最 大 最 小 蓄 水 量 之 差 ， 即 为 水 库 的 (动态 ) 库 容量 


KRE, 
R(53)=91X10° ms 
而 由 图 7. 3 的 资料 ， 求 出 1904 一 1934 年 的 30 年 期 间 
R(30) —73X 10° ms 
Hurst f£ HH T — 1-26 8 £40 3. R/S 来 研究 这 些 数据 中 的 统计 规 
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图 7.3 阿 伯 特 湖 1904 一 1934 年 间 的 排水 量 &(t) 和 设计 中 水 库 的 
RABKE XOUREA WM ROBB Hurst, 1965) 
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律 性 ， 这 里 S 是 6(b 的 均 方 差 ， 


S= (L3 00 一 eun) (7. 4) 
从 尼罗河 的 实际 观测 资料 ，Hurst 发 现 
R/S~(r)" (7.5) 


式 中 H 是 一 个 位 于 LO，1j 区 间 的 常数 。 

不 仅 研 究 罗 尼 河 ，Haurst 还 研究 了 许多 诸如 河流 的 流量 、 泥 浆 
的 沉积 和 树木 生成 的 年 轮 等 自然 现象 。 以 树木 年 轮 为 例 ， 假 定 在 果 
园 中 有 许 许 多 多 棵 全 果树 ， 如 果 用 &( 四 表示 一 棵 树 第 1 年 的 年 轮 在 树 
木 直径 方面 的 长 度 ， 则 对 于 年 期 间 : 


RG) = max X (t, z) 一 min X(t, r) 
Do = min| Bee 
ul u=] 


B] ROT 代表 了 经 过 年 生长 后 ， 蕴 果园 中 最 粗 的 树 与 最 细 的 树 在 直 
径 方 面 的 差别 ，Hurst 系统 地 搜集 了 各 种 各 样 自然 现象 的 观测 数据 ， 
列 于 表 7.1 之 中 ， 图 7.4 给 出 了 这 些 现象 的 R/S 5 c 的 关系 图 ， 
Hurst 发 现 ， 对 于 这 样 众多 的 自然 现象 ， 都 有 

R/S~ (o)? 

H=0. 72 


— max 


R71 各 种 自然 现象 的 R/S F(t)" 的 关系 
自然 现象 ” 时 间 尺 度 t/a ”现象 数目 五 值 标准 均 方 差 


河水 流量 10 一 100 39 0. 72 0. 09 
河 湖 水 位 44~176 4 0.71 0. 08 
降雨 量 24—211 39 0. 70 0. 09 
泥浆 沉积 50~2000 1 0. 69 0.06 
温度 29~60 18 0. 68 0. 09 
压力 29 一 96 8 0. 63 0. 07 
A BEE ži 38~190 1 0.75 0. 06 
树木 年 轮 507—900 5 0. 80 0. 08 
平均 10— 2000 120 0. 726 0. 082 
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图 7.4 各 种 自然 现象 的 R/S 分 析 ( 根 据 Hurst，1965) 


在 Hurst 研究 的 基础 上 ， 后 来 人 们 把 这 一 套 方法 概括 如 下 : 
考虑 一 个 时 间 记 录 
(60D), t=1, 2, + 
对 于 任何 正 整数 r， 定 义 均 值 系列 


(8)， = lY«o 
AX(ORAK RRB 
XG, D = DED — (0.1, l<t<r 
BERBEI 。 
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R(r)=max X(t, r)— min XG, r) 
1<t <r ISi Sr 


BRE S 的 定义 
S) = (i50 -Ga 
Hurst 的 经 验 关系 式 为 
R/S~(r)? 
0<H<1 


这 个 经 验 关系 可 以 用 来 将 不 同时 间 尺 度 范围 c 的 观测 结果 联系 起 来 ， 
提供 了 从 小 (大 ) 尺 度 观测 现象 外 推 大 (小 ) 尺 度 规律 的 可 能 性 ， 在 时 
间 记 录 分 析 方 面 得 到 了 广泛 的 应 用 。 


7.2 随机 时 间 记 录 的 模拟 


为 什么 会 有 Hurst 经 验 关 系 ? 我 们 现在 来 研究 这 个 问题 。 首 先 
研究 一 个 极端 的 例子 ， 一 个 完全 随机 的 时 间 记 录 ， 即 某 一 时 刻 的 时 
间 记 录 的 取 值 和 其 他 时 刻 的 取 值 完全 无 关 。 研 究 的 方法 首先 是 实验 
的 方法 ， 我 们 先 人 为 地 制造 一 个 随机 的 时 间 记 录 。 

取 一 把 硬币 ， 例 如 取 10 枚 硬币 ， 每 抛 一 次 这 10 枚 硬币 ,我们 
就 可 以 得 到 一 个 随机 数 6s， 它 是 这 样 定义 的 : 

E 二 (国徽 向 上 的 硬币 数 ) 一 (国徽 向 下 的 硬币 数 ) 
不 断 地 抛 硬 币 做 实验 ， 依 次 可 以 得 到 &，&，…，{&) 就 构造 了 一 个 
随机 的 时 间 记 录 。 

图 7.5 给 出 了 对 于 10 枚 硬币 一 组 ， 最初 500 组 抛 硬币 实验 的 
结果 。 在 Hurst 做 实验 的 20 世纪 60 年 代 ， 做 100 组 实验 要 花 近 1 个 
小 时 的 时 间 ， 而 现 用 计算 机 进行 这 种 “数学 ”实验 ， 连 1 s 都 用 不 
了 。 图 7.5(a) 给 出 了 2500 组 实验 的 随机 数 & 的 值 ， 从 图 7.5(a) 可 
以 看 出 ，& 值 在 土 0 附近 取 值 多 ， 而 在 离 0 远 的 地 方 取 值 少 ， 有 些 正 
态 分 布 的 样子 , 但 ¢ 值 的 分 布 是 非常 混乱 的 ,第 一 组 实验 结果 完全 
与 第 二 组 实验 无 关 。&8 值 的 记录 看 起 来 像 是 噪声 的 记录 。 按 式 (7. 2)， 
我 们 可 求 出 累积 离 差 XO: 
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Bj 7.5 抛 10 枚 硬币 得 到 一 个 随机 时 间 记 录 
(a) 10 枚 硬币 为 一 组 ， 执 硬币 2 500 组 实验 得 到 的 独立 随机 变量 Ce) AYES Te 3A 


记录 ; b 取 6b 数 学 均值 为 零 时 的 累积 离 益 X= > & 随时 间 的 变化 


t 


XG = DEL (8) 


u=l 


其 中 (6)。 是 + 组 实验 求 出 来 &, 的 数学 期 望 什 


.- LM 
图 7. 5Cb) 给 出 了 累积 离 差 X Co) BERE IG E. 
对 于 这 个 人 造 的 随机 时 间 记 录 ， 可 以 用 本 章 第 1 节 的 方法 进行 


R/S 分 析 ， 图 7.6 给 出 了 50000 次 抛 硬币 实验 记录 的 分 析 结 果 。 
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RIS=(aty" 
a=13401 
H=0 503 + 0.008 


7.6 
取 10 ARE A AES, BR LK 与 国徽 向 下 的 硬币 数 之 差 ， 
定义 了 随机 数 &(1)。 抛 硬币 实验 进行 了 50000 组 ， 就 得 到 了 一 个 人 造 的 随机 时 间 
记录 ， 按 照 公 式 (7.1) 一 (7. 4) 对 这 个 记录 进行 R/S 分 析 ， 结 果 用 图 中 黑 点 表示 ， 
图 中 的 虚线 代表 R/S~-re” 的 结果 


Hurst 称 实验 的 次 数 + 为 lag。 先 分 析 r 一 50000 的 实验 结果 ， 得 到 一 
个 R/S 值 ， 然 后 取 + 一 25000， 又 得 到 另 一 个 R/S 值 ， 依 次 类 推 ， 可 
以 得 到 许多 R/S 值 。 TE IgCR/SD II ler 的 双 对 数 坐 标 中 ， 它 们 有 着 直 
线 的 关系 : 
R/S=(ar)" 
由 直线 的 斜率 可 以 得 到 
H=0.5 

以 上 是 实验 的 结果 。 对 这 个 人 造 的 随机 时 间 记 录 ， 也 可 以 从 理 

论 上 进行 分 析 。 掀 xn 枚 硬币 ,其 中 有 枚 国徽 向 上 的 概率 是 


(+) curses (n—k) D 
Sse Y chek 大 许多 时 ，& CNR E08 MRI., Ma, 


在 rz 和 ?足够 大 的 情况 下 ，8 的 分 布 是 高 斯 分 布 ， 对 于 这 样 的 情况 ， 
可 以 证 明 (Hurst，1951) : 这 种 时 间 记 录 的 极 差 


R= /了 xzr 一 1 
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由 于 国徽 向 上 与 国徽 向 下 硬币 数 之 差 的 标准 方差 是 & hs HE 
差 的 两 信 ， 所 以 ，& 时 间 记 录 的 均 方 差 S 为 
S 一 Vm 
由 上 面 的 两 式 , 不 难看 出 : 


Rise (Ey 


H 


而 且 

H=1/2 

关于 这 种 人 造 的 完全 随机 的 时 间 记 录 ， 有 两 点 是 应 该 指出 的 : 

第 一 ，R/S 5 CO 成 正比 的 关系 ， 只 有 在 = 足够 大 的 情况 下 才 成 立 。 
从 图 7. 6 的 实验 分 析 数 据 可 以 看 出 ， 当 030 时 ， 实 验 分 析 结 果 才 
较 好 地 落 在 R/S 一 (nz 的 直线 上 上。 因此， 足够 多 的 数据 是 对 R/S 分 
析 方 法 的 必须 的 要 求 ; 第 二 ,不 论 是 实验 分 析 ， 还 是 理论 分 析 ， 都 
得 到 了 这 样 的 结果 ， 对 于 一 个 完全 随机 的 时 间 记 录 ， 即 每 一 时 刻 该 
时 间 过 程 的 记录 值 都 与 其 他 时 刻 的 记录 值 完全 无 关 ， 它 一 定 存在 以 
下 关系 

R/S—(G)" 

H=1/2 
上 述 关系 的 存在 ， 与 该 时 间 记 录 的 具体 内 容 无 关 。 因 此 ， 这 样 的 结 
果 ， 代 表 了 广泛 的 一 类 自然 现象 ， 只 要 知道 了 其 独立 的 随机 性 质 ， 
我 们 就 可 以 对 其 长 时 间 的 统计 特征 (cz 足够 大 ) 做 出 估计 ， 这 在 实际 应 
用 中 具有 广泛 的 意义 ， 而 且 ， 如 果 我 们 把 R/S 的 取 值 作为 一 个 时 间 
记录 的 统计 特征 ， 上 述 两 式 表 明 ， 该 时 间 记 录 具 有 分 形 特征 ， 它 是 
一 个 自 仿 射 分 形 ， 而 且 A=1/2. 


7.3 有 长 期 依存 性 的 随机 记录 的 模拟 


上 一 节 在 完全 随机 时 间 记 录 的 模拟 中 ， 介 绍 了 生成 时 间 记 录 的 
过 程 是 完全 独立 的 情况 ， 即 每 一步 的 记录 生成 ， 都 与 其 他 步 的 记录 
生成 无 关 ， 并 且 得 到 了 对 于 这 种 完全 独立 的 随机 时 间 记 录 
H-0.5 
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但 是 由 本 章 第 一 节 中 所 介绍 的 实际 观测 资料 ， 得 到 
H=0. 72 
这 种 差别 由 何 而 来 呢 ? 
Hurst 是 一 位 喜欢 动手 做 实验 的 人 ， 他 用 52 张 扑 克 牌 来 进行 随机 
现象 的 数学 实验 ， 他 制作 了 一 副 独 特 的 扑克 牌 ， 一 共有 52 张 ， 其 中 


—1 13 张 
十 1 13 张 
一 3 8 张 
十 3 8 张 
—5 4 3K 
十 5 4 aK 
一 7 13K 
十 7 15k 


实际 上 ， 读 者 不 难看 出 ， 扑 克 牌 的 取 值 (如 十 1， 一 3 等 ) 与 扑克 牌 出 
现 的 频率 ( 即 同一 取 值 扑克 牌 的 张 数 ) 是 近似 地 遵从 高 斯 正 态 分 布 的 。 
Hurst 先 玩 第 一 个 游戏 : 洗 牌 ， 然 后 随意 地 取出 一 张 ， 把 它 的 点 数 
BYE £C. 。 然 后 再 重新 洗 牌 ， 再 随意 地 取出 一 张 ， 作 为 (2，， 依 此 
类 推 。 这 种 玩法 的 最 大 特点 是 上 一 次 取 值 与 下 一 次 取 值 ， 完 全 是 独 
立 的 ， 通 过 这 种 游戏 得 到 的 时 间 记 录 &(1)，&(2),… 是 完全 随机 的 
时 间 记 录 ， 遵 照 上 一 节 的 介绍 ， 显 然 有 
H=1/2 
Hurst 又 设计 了 第 二 种 扑克 牌 游戏 : 还 是 用 刚才 设计 的 那 副 扑 
克 牌 ， 不 过 加 了 一 张 牌 “ 停 止 >， 把 这 53 张 扑 克 牌 分 成 两 半 ( 张 数 不 
必 严 格 相 等 )， 首先 从 左手 牌 中 随意 取出 一 张 ， 例如 是 十 3， 取 
&(1) 三 十 3， 并 从 左手 牌 中 挑 三 张 牌 点 最 高 的 牌 放 至 右手 那 替 牌 中 ， 
同时 去 掉 右手 牌 中 三 张 牌 点 最 小 的 牌 。 接 着 ,从 右手 牌 中 任意 翻 出 
一 张 ， 例 如 一 1， 令 62) 一 一 1， 并 从 左手 牌 挑 一 张 牌 点 最 小 的 牌 给 
右手 ， 同 时 去 掉 右 手中 牌 点 最 大 的 一 张 牌 ， 不 断 进 行 下 去 ， 直 到 出 
现 “ 停 止 ” 牌 为 止 。 然后， 再 对 53 张 牌 重新 洗 牌 ,重头 开始 游戏 ， 
并 不 断 地 记录 每 次 翻 出 的 扑克 牌 的 牌 点 ， 作 为 随机 时 间 记 录 的 取 值 。 
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Hurst 第 二 种 游戏 尽管 取出 一 张 扑 克 牌 并 记录 牌 点 是 随机 的 ， 
但 它 的 最 大 特点 是 : 第 一 次 翻 牌 的 结果 (两 手 交换 牌 并 去 掉 几 张 牌 ) 
对 第 二 次 翻 牌 的 结果 是 有 影响 的 ， 因 而 这 种 随机 记录 是 有 偏 的 (bi 
ased), R 7. 7(a) 给 出 一 共 记 录 了 2500 个 时 间 记 录 的 游戏 结果 ， 通 
过 这 2500 个 &b) 而 得 到 的 累积 离 差 如 图 7.7(b) 所 示 。 我 们 可 以 对 比 
一 下 完全 独立 的 随机 实验 结果 图 7.5 与 有 偏 的 随机 实验 结果 图 7. 7， 


500 1000 1500 2000 2500 
e 
图 7.7 用 扑克 牌 进行 的 随机 数学 实验 
(a) 用 第 2 种 游戏 方法 得 到 的 有 偏 的 随机 数 EG); C) 由 2500 个 
(COPS BIG RERO XC = Sew 
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发 现 两 者 有 很 大 的 不 同 ， 图 7.7Cb) 所 示 的 累积 离 差 XO 一 Dew 


在 纵 坐 标 上 的 涨 落 范 围 比 图 7.5(b) 要 大 得 多 ， 而 且 其 形状 也 比 图 
7. 5(b) 要 光滑 ， 似 乎 有 较 小 的 噪音 ; 而 最 大 的 不 同 是 ， 有 偏 随机 实 
验 得 到 的 H 值 不 是 1/2， 在 图 7.7 所 示 的 实验 中 ，H=0.71。 

完全 随机 的 和 完全 确定 的 规律 是 自然 现象 的 两 个 极端 ， 在 多 数 
的 自然 现象 中 确定 性 规律 和 随机 性 两 者 并 存 ， 而 HA /2 正 是 这 种 
两 种 规律 并 存 的 统计 反映 。 上 面 举 的 第 二 种 游戏 的 规律 决定 了 XOD 
向 负 值 方向 偏离 ， 导 致 H0. 71 的 结果 。 如 果 我 们 改变 一 下 游戏 规 
律 中 确定 性 规则 的 内 容 ， 则 可 能 会 导致 也 <1/2 的 结果 。 然 而 不 管 
游戏 中 确定 性 规律 内 容 如 何 ， 瑟 值 偏离 1/2 的 大 小 反映 了 有 确定 性 
规律 所 占 比重 及 其 具体 的 内 容 。 

Hurst 的 第 二 种 数学 游戏 后 经 许多 人 的 发 展 ， 可 以 用 蒙特 卡 洛 
(Monte Carlo) 方 法 来 模拟 。 当 e rmn 时 ， 模拟 的 结果 能 够 很 好 地 满 
E Hurst 的 经 验 定律 (在 图 7.7 P, Tm KJ 20 左右 )。 


7.4 布朗 运动 和 R/S 分析 


布朗 运动 是 研究 随机 现象 统计 规律 的 一 个 很 好 的 模型 。 我 们 从 一 
维 布朗 运动 的 研究 开始 ， 探 索 布朗 运动 和 R/S 分 析 之 间 的 关系 。 

第 四 章 4.4 节 介 绍 了 一 维 布 朗 运 动 的 随机 行走 模型 ， 向 西 移动 
一 步 ( 步 长 为 引 并 抛 一 次 硬币 ， 若 国徽 向 上 则 向 左 ( 南 ) 跨 一 步 (固定 
步 长 )， 和 否则 向 右 ( 北 ) 跨 一 步 。 这 样 就 得 到 了 一 维 布朗 运动 的 一 条 曲 
线 ， 其 横 轴 代表 向 西 的 距离 ， 而 纵 轴 代 表 了 南北 方向 距离 原点 的 长 
度 。 本 节 中 ， 我 们 对 4.4 节 的 随机 行走 模型 作 进 一 步 的 发 展 。 假 定 
我 们 考虑 一 个 布朗 粒子 沿 zx 轴 的 运动 ， 每 行走 一 个 步 长 rr 可 以 看 
成 是 时 间或 其 他 任何 变量 ) 后 ， 再 随机 地 沿 y 轴 方 向 跳跃 一 个 步 长 §， 
这 时 粒子 离 MBER ERE SHORAM ME, RRL 
长 不 再 是 固定 的 常量 ， 而 是 由 高 斯 或 正 态 分 布 所 描述 的 变量 : 


2 


as aix 


PCE, n= (7. 6) 
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AC. 6) 表 明了 跳跃 步 长 ¢ 落 在 (E，& 十 d 引 之 间 的 概率 。 这 样 ， 每 走 
一 步 ， 都 可 以 得 到 一 个 跳跃 步 长 ， 而 它们 的 集合 1 } 就 组 成 了 一 个 
独立 的 高 斯 型 随机 变量 。 根 据 式 (7. 6), 不 难 算出 随机 变量 4& ) 的 数 
学 期 望 值 (£) 和 方差 Ke)”: 


(e) = JePe, r)dé = 0 


oo 


(E7) = Jere. odé= 2Dr 


—oo 


: E. dn. BUE 
常数 口 叫 做 扩散 系数 。 当 我 们 用 -- 志 元 作为 新 的 随机 变量 # s RE 


成 了 归 一 化 的 过 程 。 新 的 参数 6 是 归 一 化 的 高 斯 型 随机 变量 ， 它 的 
数学 期 望 值 和 方差 有 着 极其 简单 的 形式 ，: 

(£»—0 

《£2)=1 
一 维 随机 行走 时 ， 每 次 跳跃 步 长 ， 名 ，5，… 构 成 了 一 个 随机 时 间 
记录 。 在 t=nr 时刻 ,布朗 粒子 距 坐 标 轴 的 距离 XON: 


XG-nri = Se 
1-1 


实际 上 ， 一 维 行走 布朗 运动 是 一 些 点 的 集合 ， 如 果 让 时 间 步 长 无 
限 小 ， 则 表示 粒子 位 置 的 随机 变量 X() 就 变 成 了 一 个 随机 了 消 数 ，X 
(在 Xt 坐标 中 就 描绘 了 一 条 连续 曲线 ， 代 表 布 朗 粒 子 的 轨迹 。 
Mandelbrot 称 之 为 布朗 函数 ， 用 BORA. 

下 面 推导 这 种 一 维 随机 行走 生成 的 布朗 函数 B(2) 的 统计 性 质 ， 
推导 过 程 虽 不 需要 高 深 的 数学 ， 但 也 要 有 很 长 一 段 的 数学 运算 ， 没 
有 兴趣 的 读者 可 以 略 过 这 些 运算 。 

布朗 运动 具有 无 穷 的 层次 结构 ， 我 们 不 可 能 以 无 限 分辩 率 去 观 
测 布朗 运动 。 假 定 第 一 次 观测 时 的 精度 是 r， 第 二 次 观测 时 的 观测 精 
度 是 2r( 它 是 一 般 情 况 = 中 的 一 个 特例 ) 。 在 第 二 种 情况 下 ，2r 之 内 


* 符号 (8) 表示 对 随机 变量 & 求 其 数学 期 望 值 。 
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发 生 的 步 长 6 是 由 两 部 分 组 成 的 : 0r 时间 内 的 跳跃 站 和 rr 一 2r 时 间 
FARBER e^. xx. 58 — UBER LE’, &'--de )， 第 二 次 跳跃 为 
[E E td “) 的 共同 发 生 概率 PCE’, 6", OR 
P(e’, è", t=P(é', r)* PG", 0 
于 是 , 在 27 时 间 间 隔 中 跳跃 步 长 为 & 的 概率 是 
1 £e 
同样 的 方法 ， 当 分 辨 率 变 成 5r 时 ， 粒 子 位 置 在 (£&，& 十 d 后 的 概率 为 


P(E, 20 = fag 'PG—£,0PG'.0- 


Jose Ci 
inDbe 4Db r 
我 们 研究 一 时 间 内 粒子 位 置 的 变化 XCO — XG), ht Bae 35 B 
时 间 无 关 性 ， 按 上 面 的 方法 同样 可 得 
_ 1 
POXO) — x2) amr o 
显然 ，X(D 满 足下 面 的 标 度 关系 : 
POP [XG) —X (bt) D= 2 POX) — XQ) 


X(Cb 一 XCo) 的 均值 和 方差 可 以 很 容易 地 计算 出 来 : 


PCE, br) 一 


[X(t)— X(t) |’ ) 
4D(1— ty) 


(XG) — X) = | axPcax, Lt) dAx-O0 


oo 


(XO — XG) > = | ax Pcax, £— 4S)d A x — 2D | t— to | 


一 co 


RP X (4) 是 在 参考 时 间 n 的 粒子 位 置 ，AX 是 粒子 位 置 的 变化 
增 量 : 
AX-—XCGD — X(to) 

以 上 ， 通 过 一 系列 的 推导 ， 我 们 利用 随机 行走 的 基本 公式 (7. 6) 和布 
朗 运 动 本 身 包括 的 无 限 层次 运动 相似 性 的 概念 ， 推 导出 了 布朗 运动 
的 基本 统计 规律 。 

Wiener(1923) 给 出 了 另外 一 种 表达 式 。 假定 我 们 有 一 个 由 式 
(7. 6) 规 定 的 归 一 化 的 高 斯 随机 过 程 {£} ， 倘 若 有 一 个 函数 AO 满足 


以 下 条 件 : 
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X(t1)— X(t) —e|t—t, |? (7.7) 
则 称 X (2) YE SE wR BOE sh AE Th BP. EH AB = 1/2 
的 情况 。Wiener 的 定义 很 容易 推广 到 的 HA1/2 的 情况 。 如 果 有 一 
函数 Ba (2) 满 足 式 (7.7) 的 条 件 ， 而 且 OCHN<1, A Bu CO UM MAT 
数 布朗 运动 。 不 难 求 出 : 
(By (2 — Bu G2) —0 
(Bg CO — Bg (to)? > -2DceC| G— 62 /rl ~ [tty [77 
分 数 布朗 运动 最 先是 Mandelbrot 提出 来 的 (Mandelbrot and Van 
Ness，1968)， 它 作为 一 个 随机 函数 ， 最 大 的 特点 在 于 它 有 长 程 相 关 
性 ， 也 就 是 说 ， 这 个 函数 过 去 的 变化 与 未 来 的 变化 有 着 统计 上 的 联 
系 。 为 此 ， 我 们 考虑 从 一 上 到 0 期 间 分 数 布朗 运动 
By (0 — Bu C—0 
和 从 0 至 上 期 间 分 数 布朗 运动 
By G2 — By, (© 
的 时 间 相 关 性 。 不 失 一 般 性 ， 可 以 取 By (0) = 0。 这 时 过 去 函数 变 
化 与 未 来 函数 变化 的 时 间 相 关 函 数 C CO D 


—ByuC- HÐ Bg GO» 
(Bu CO?) 


由 上 式 可 以 看 出 ， 当 H—1/2Bf, Ci) = 0， 即 过 去 的 增 量 与 未 来 的 
增 量 不 相关 ， 此 时 正好 是 通常 的 布朗 运动 ， 实 际 它 是 具有 独立 增 量 的 
随机 过 程 ， 而 当 HÆ1/2 时 ，C() 隆 0， 这 正 是 分 数 布朗 运动 的 特征 。 
x H>1/2 时 ，C()>>0, 即 未 来 的 增 量 与 过 去 的 增 量 是 正 相关 
的 ， 也 就 是 说 ， 若 在 过 去 某 时 有 一 个 正 的 增 量 ， 那 么 在 将 来 平均 地 
说 也 有 一 个 正 的 增 量 ， 这 时 我 们 就 称 该 过 程 有 持久 性 (persistence)。 
因此 ， 用 平均 的 观点 看 ， 过 去 的 一 个 增 量 趋势 意味 着 将 来 的 一 个 增 
长 趋势 ， 反 之， 过 去 的 一 个 减 小 趋势 意味 着 将 来 的 一 个 减 小 趋势 。 
当 H<1/2 时 ,CCGD)<0， 即 过 去 的 增 量 与 未 来 的 增 量 是 负 相关 的 ， 
这 时 称 过 程 具有 反 持 久 性 (antipersistence) 。 对 这 样 的 过 程 可 推出 与 H > 
1/2 的 完全 相反 的 结论 ， 如 过 去 的 增加 趋势 意味 着 未 来 的 减 小 趋势 。 
Mandelbrot(1982) 证 明 ， 对 于 分 数 布朗 运动 ， 极 差 ROWE 
Rlr) ocr! 


ca=s =2?H-1—] 
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由 于 归 一 化 的 布朗 函数 ， 
SGCr)ccl 
因此 可 得 
R/S œr" 
在 第 四 章 中 我 们 曾经 介绍 分 数 布朗 运动 可 以 描述 许多 自然 界 的 
随机 现象 。 而 在 本 节 中 ， 我们 又 证 明了 分 数 布朗 运动 中 的 日 就 是 
Hurst 指数 ， 分 数 布朗 运动 一 定 满足 R/S XA. 


7.5 WR APT R/S 分 析 


这 一 节 里 ， 我 们 将 把 R/S 分 析 方 法 应 用 在 地 震 研 究 中 ， 看 看 在 
R/S 分 析 这 把 变 尺度 的 “放大 镜 ” 下 ， 由 地 震 频 度 和 地 震 发 生 时 间 
间隔 构成 的 时 间 序 列 究竟 暗含 了 一 种 什么 样 的 统计 规律 性 ， 它 们 涨 
落 的 变化 又 能 给 我 们 带 来 什么 样 的 启发 。 


1. 地 震 频 度 中 的 R/S 关系 


地 震 频 度 N (> M, T, 四) 指 某 一 地 区 在 一 定时 间 内 发 生地 震 的 
次 数 ， 它 定量 描述 了 该 地 区 地 震 活 动 性 的 强 弱 ， 是 进行 地 震 危 险 性 
分 析 、 合 理科 学 开展 工程 设防 的 关键 参数 。 地 震 频 度 的 涨 落 直接 体 
现 了 地 震 活动 的 活 牙 与 平静 的 交替 变化 ( 茂 木 清 夫 ，1984;， PELE 
等 ，1986) 。 

统计 地 震 频 度 时 首先 磁 到 的 一 个 问题 是 时 间 窗 的 选取 。 为 避免 样 
本 量 过 小 和 对 信息 的 平滑 ， 可 以 采用 地 震 自然 周期 tmn 为 基本 时 间 窗 进 
行 统计 。 自 然 周 期 tn 是 指 研究 时 段 * 内 ， 震 级 M 以 上 地 震 的 平均 复发 
周期 。 这 样 ， 一 共 可 得 到 N — c/t, PRED ic REC), n=l, 
2，…，N}， 其 中 &Cm) 为 第 nn 个 自然 周期 内 的 地 震 数 目 。 显 然 ， 它 是 
一 个 随机 时 间 变 量 ， 大 多 数 情 况 下 ，é&(n) 应 为 1， 其 次 为 0，2，3，… 
当地 震 相 当 密 集 时 ，é(n) 的 值 会 突然 变 得 很 大 ; 当地 震 位 于 平静 期 时 ， 
&(n) 会 长 时 间 表 现 为 0。é&(n) 的 涨 落 反 映 出 地 震 的 非 平稳 性 和 从 集 
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对 得 到 的 时 间 序 列 {&Cz) ， 7 一 1，2，…， N}, 计算 tlr=N-s tm ) 
时 间 内 &《n) 的 平均 值 EL&Cn)j 和 均 方差 S， 


E[£60] = Aen) (7. 8) 
N 1/2 
s= (NZ {eC = Elen) ]}*| (7.9) 


对 于 给 定 的 时 刻 + Sk e tno SRN), 计算 累积 离 差 X(t， r): 


XQ, 0 = Xk, N) = »,(6G0 ELED] (7.10) 


容易 看 出 ， 此 刻 的 累积 离 差 表示 t 时 间 内 地 震 频 度 相 对 于 均值 的 累 
积 偏差 。 在 某 时 刻 tL 和 t, ， 累 积 离 差 必然 会 达到 最 大 和 最 小 值 ， 也 由 
地 震 频 度 相 对 于 均值 的 累积 偏差 出 现 极 大 和 极 小 情况 。 它 们 的 差 值 
即 为 地 震 频 度 时 间 序 列 中 的 极 差 RCo) ， 

RG) = RCN) = maxX Ck, N) — minX (k, N) (7.11) 
极 差 Rn 定量 表示 了 研究 时 间 尺 度 HN t, AM REA. 

图 7.8 给 出 了 土耳其 地 区 3 级 以 上 和 华北 地 区 2 级 以 上 地 震 频 
度 时 间 序 列 的 R/S 统计 结果 。 为 便于 比较 ， 图 中 还 分 别 给 出 了 采用 
其 他 几 种 统计 时 间 窗 (1，2，5，10 8120 天 ) 的 结果 。 可 以 看 出 ,不 
论 地 震 频 度 统计 时 间 窗 怎样 ， 在 lgR/S-lgn 双 对 数 坐标 中 ， 数 据点 
都 很 好 地 位 于 一 条 直线 上 ， 直 线 的 斜率 H 分 别 为 0.827 和 0. 721, 
这 说 明 地 震 频 度 时 间 序 列 的 极 差 和 均 方 差 之 比 与 时 间 标 度 存 在 着 指 
数 关系 式 ， 且 Hurst 指数 H 都 大 于 0.5. 

对 于 大 空间 尺度 、 高 震级 下 限 的 地 震 频 度 时 间 序 列 ， 结 果 又 如 
何 呢 ? 图 7. 9 是 全 球 尺度 下 地 震 频 度 时 间 序 列 R/S 分 析 结果 。 从 震 
级 M—4.5 级 开始 ， 以 0.5 级 为 步 长 ， 以 自然 周期 为 单位 统计 了 不 间 
震级 下 限 的 地 震 频 度 序 列 。 随 着 震级 不 断 增 大 ， 地 震 数 目 也 在 急剧 
减少 ， 统 计时 将 最 小 样本 数目 定 为 300。 

表 7.2 给 出 了 中 国 及 其 邻近 地 区 、 中 美洲 、 中 国 大 陆 、 华 北 及 
土耳其 地 区 地 震 频 度 时 间 序 列 R/S 分 析 结 果 。 可 以 看 出 ， 不 论 空间 
尺度 、 震 级 下 限 如 何 ， 地震 频 度 时 间 序 列 都 存在 R/S 经 验 关系 ， 且 
Hurst 指数 H 都 大 于 0. 5。 
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图 7.8 地 震 频 度 序列 R/S 分 析 结 果 
(a) 土耳其 地 区 3 级 以 上 地 震 频 度 序列 R/S 分 析 结 果 ;(b》 华 北 地 区 2 级 以 上 
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图 7.9 全 球 尺 度 下 不 同 震级 下 限 地 震 频 度 时 间 序 列 的 R/S 分 析 结 果 
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表 7.2 不 同 空间 范围 内 地 震 频 度 时 间 序 列 的 Hurst 指数 值 


地 震 目录 H 
M >3 0. 827 

土耳其 
M>4 0. 697 
M>2 0. 721 
华北 M 3 0. 702 
M 54 0. 688 
M 4.5 0. 720 

中 美洲 
x M5 0. 632 
M 4.5 0. 721 

中 国 及 其 

邻近 地 区 M 25.0 0. 702 
~ M 5.5 0. 688 
M 4.0 0. 723 
rp B X E; M 25.0 0. 693 
M 76.0 0. 670 
M 4.5 0. 723 
M 5.0 0. 696 
全 球 M 5.5 0. 643 
M 76.0 0. 609 


在 进行 地 震 危险 性 分 析 时 ， 通 常 都 假定 地 震 过 程 满足 理想 的 泊 松 
模型 ， 即 前 后 地 震 的 发 生 相 互 独立 ， 没 有 任何 关系 ， 这 是 一 种 极端 随 
机 的 情况 CWei and Chen, 2002); 在 实际 的 预报 工作 中 ， 往 往 又 假定 地 
震 的 发 生 并 非 完 全 随机 ， 而 是 暗含 一 定 的 规律 性 。 这 一 现象 正 是 地 震 
复杂 性 的 体现 。 对 于 一 个 方差 有 限 、 完 全 独立 的 随机 时 间 序 列 EG), 
Hurst 和 Feller(Hurst，1951) 证 明了 该 序列 的 Hurst 指数 H=1/2, th 
即 理想 、 完 全 独立 的 随机 时 间 序 列 H f 0.5; 对 于 一 个 完全 规律 的 
时 间 序 列 ， 如 一 组 正 汞 信号 ， 可 以 很 容易 发 现 它 的 HRT 1。 图 
7. 10 对 比 给 出 了 华北 地 区 2 级 以 上 地 震 时 间 序 列 和 模拟 生成 的 一 组 理 
想 泊 松 分 布 时 间 序 列 的 累计 离 差 图 。 从 图 中 可 以 看 出 ,它们 有 很 大 的 
不 同 : 图 7. 10(a) 所 示 的 累积 离 差 在 纵 坐 标 上 的 涨 落 范围 比 图 7. 10 Cb) 
要 大 很 多 (几乎 有 一 个 数量 级 ) ， 而 且 形 状 也 比 后 者 光滑 ， 噪 音 较 小 ; 
而 最 大 的 不 同 是 前 者 得 到 的 Hurst 指数 HRS 0.5, MÆ 0.72, 3X 


正 是 地 震 现象 中 确定 规律 和 随机 性 并 存 的 统计 反映 。 
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从 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 真 实地 震 的 发 生 并 非 是 无 “记忆 ”的 注 
Mile, SIME, HR. AMSA. KARR. 
地 震 频 度 时 间 序 列 都 存在 R/S HA. Hurst 指数 偏离 0. 5 的 程度 不 
同 ， 表 明 不 同 地 区 、 不 同 震 级 层次 情况 下 可 能 观测 到 的 地 震 频 度数 
目的 最 大 涨 落 程度 不 同 ， 有 的 随时 间 rz 变化 得 较 快 ， 有 的 慢 些 。 这 
可 能 与 局 部 地 区 地 震 活动 性 本 身 有 关 。 但 它们 都 大 于 0. 5， 表 明 地 震 
频 度 时 间 序 列 受 随 机 和 确定 性 双重 因素 的 支配 。Hurst 指数 偏离 0. 5 
的 程度 可 以 衡量 随机 因素 与 确定 性 因素 在 地 震 时 间 分 布 中 所 占 的 
比重 。 

极 差 Rn 在 地 震 危 险 性 分 析 中 也 有 十 分 重要 的 意义 。 当 我 们 研 
究 某 一 地 区 今后 工 年 的 地 震 危险 性 时 ， 最 关键 的 问题 是 对 地 震 发 生 
频 度 的 确定 性 做 出 估计 。R/S 经 验 关 系 的 存在 ， 使 得 我 们 可 以 通过 
时 间 尺 度 的 变换 ， 将 小 时 间 尺 度 下 的 极 差 推广 到 大 时 间 尺 度 下 ， 并 
利用 极 差 对 该 地 区 将 来 地 震 频 度 的 涨 落 给 出 最 保守 的 估计 。 对 M 级 
地 震 可 以 计算 出 平均 发 生 时 间 1,， 然 后 由 声 求 出 相对 的 时 间 长 度 
n—T/t,. AFA Hurst 经 验 关 系 式 

ROO n 
SC») (7. 12) 
NICOE SI 
XP T 4£rp M 级 以 上 地 震 发 生 次 数 的 涨 落 做 出 估计 ， 实 际 计算 中 可 以 
取 R/2 作为 不 确定 性 的 估计 。 


2. 地 震 发 生 时 间 间 隔 序列 的 分 析 


从 一 个 完整 的 地 震 目 录 中 还 可 以 直接 得 到 地 震 发 生 的 时 间 间 隔 
序列 ， 对 地 震 时 间 间 隔 特 性 的 研究 对 于 理解 地 震 发 生 的 时 间 特 性 
及 中 长 期 地 震 预 报 具 有 重要 意义 。 对 地 震 时 间 间 隔 序 列 的 研究 很 
多 ， 像 获 原 尊 礼 和 力 武 常 次 等 用 Weibull 分 布 来 拟 合 大 地 震 发 生 的 
时 间 间 隔 分 布 。 这 里 ， 我 们 将 把 R/S 方法 应 用 在 地 震 时 间 间 隔 的 
分 析 中 。 

由 全 球 4.5 级 以 上 地 震 数 据 可 以 得 到 一 组 地 震 发 生 时 间 间 隔 随 
机 序列 (CD, i=1, 2, «+, N}, N 为 研究 时 间 段 内 总 的 地 震 数 
。 152 。 


H. i 是 第 i 个 地 震 。 需 要 强调 一 点 ， 所 得 到 的 序列 并 非 真 正 意义 上 
的 “时 间 ” 序 列 ， 它 不 是 以 真实 时 间 轴 为 变量 ， 而 是 以 每 次 地 震 事 
件 的 发 生 为 变量 ， 因 此 ， 这 一 组 随机 序列 实际 上 是 对 时 间 的 不 等 间 
隔 采 样 得 到 的 ， 随 地 震 发 生 次 序 变 化 的 随机 序列 。 

图 7.11 给 出 了 不 同 震 级 情况 下 ， 地 震 时 间 间 隔 序列 的 极 差 和 均 
方差 比值 R/S 随 研究 时 间 范 围 * 变化 的 曲线 。 在 双 对 数 坐标 Ig R/S - 
Ign 中 ， 地 震 时 间 间 隔 序 列 经 过 R/S 分 析 后 的 数据 点 很 好 地 位 于 一 
条 直线 上 ， 并 且 斜 率 H XT 0. 5。 
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图 7.11 全 球 中 强 地 震 时 间 间 隔 序列 R/S 曲线 


表 7.3 列 出 了 人 全球、 中国 及 其 邻近 地 区 、 中 美洲 等 地 区 4.5 级 
以 上 地 震 时 间 间 隔 序列 的 Hurst 指数 。 从 中 可 以 看 出 ， 在 不 同 空间 
范围 下 ， 地 震 时 间 间 隔 序列 中 也 存在 着 R/S 经 验 关系 ，Hurst 指数 
HAF 0.5， 表 明 地 震 的 时 间 分 布 同样 受 随 机 和 规律 性 双重 因素 的 
支配 。 这 与 由 地 震 频 度 序 列 得 出 的 结论 一 致 。 

Weibull 分 布 是 研究 产品 寿命 可 靠 性 理论 中 的 一 个 重要 分 布 ， 常 
常 被 用 来 作为 自然 现象 发 生 时 间 间 隔 的 分 布 函数 .对 于 地 震 发 生 时 
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表 7.3 不 同室 间 尺 度 范围 地 震 时 间 间 隐 序 列 R/S 分 析 结 果 


地 震 资 料 (1964~1996) Hurst 指数 H 


. 683 
666 
649 
. 636 


全 球 


o oo oc 


© 


. 743 
668 
. 604 


中 国 及 其 邻近 地 区 


e > 


© 


.789 
.678 


间 间 隔 序列 也 不 例外 。 松 村 正三 (松村 正三 ，1983) 和 王 炜 ( 王 炜 等 ， 
1987a，b) 等 分 别 研究 了 日 本 和 中 国 华北 地 区 小 震 时 间 间 隔 ， 认 为 它 
们 都 很 好 地 服从 如 下 所 示 的 Weibull 概率 密度 分 布 ， 


P 


C) =prr exp( £— (7.13) 
fD S urt exo( 4) 


式 中 ， 随 机 变量 z 为 相继 发 生 的 两 个 地 震 时 间 间 隔 ， jy 和 op 分 别称 为 
形状 参数 和 尺度 参数 。 

图 7.12 是 我 们 给 出 的 1997 一 1998 年 中 国 华北 2 级 以 上 小 震 时 
间 间 隔 ( 以 分 钟 为 单位 ) 的 概率 分 布 曲线 ， 它 极 好 地 服从 <1 的 
Weibull 分 布 。 图 7. 13 是 对 一 组 模拟 生成 的 满足 p=0.5, py 二 1 的 
Weibull 分 布 的 随机 时 间 序 列 的 R/S 分 析 结 果 。 

图 7. 13 中 Hurst 3X HH 0.53, FAA Weibull 分 布 的 时 间 
序列 也 存在 R/S 经 验 关 系 ， 但 与 真实 地 震 时 间 序 列 不 同 的 是 ， 互 值 
接近 0.5， 表 明 这 种 时 间 序 列 和 独立 的 泊 松 序列 一 样 ， 完 全 是 随机 因 
素 在 起 作用 ， 事 件 发 生前 后 不 具有 “记忆 性 ”， 彼 此间 相互 独立 。 因 
此 ， 尽 管 Weibull 分 布 可 以 很 好 地 描绘 出 地 震 时 间 间 障 的 整体 分 布 
情况 ， 但 却 不 能 真正 反映 地 震 发 生 的 前 后 相关 性 。 

最 后 ， 我 们 将 摆脱 对 OH 指数 的 注意 ， 转 回头 去 看 看 时 间 间 隔 问 
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图 7.13 满足 Weibull 分布 的 时 间 序 列 R/S 分 析 结 果 


题 中 极 差 RCN) 扮 演 的 角色 。 这 里 用 RCN) 取 代 了 前 文中 的 ROE 
强调 地 震 时 间 间 隔 序 列 并 非 真 正 意 义 上 的 时 间 序 列 ， 而 是 以 地 震 事 
件 序号 为 变量 的 序列 。 

可 以 假定 有 某 种 理想 的 地 震 呈 绝对 周期 性 ， 地 震 的 发 生 像 发 射 
脉冲 波 那样 准确 无 误 ， 当 然 这 样 的 标准 地 震 并 不 存在 ， 实 际 情况 比 
这 复杂 得 多 。 在 R/S 分 析 中 ， 我 们 把 这 种 标准 地 震 的 重复 周期 取 为 
Mina dieto disi Md oca uui ni dl 
自觉 地 发 生 一 个 。 当 两 个 地 震 在 时 间 上 相距 较 近 时 ， 意 味 着 第 二 
a aie ORE UD ND HH CLA 
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待 一 阵 才 能 “ 盼 ” 来 第 二 个 地 震 。 按 地 震 发 生 顺 序 将 每 一 次 地 震 时 
间 间 隔 与 标准 周期 的 差 值 累加 起 来 ， 便 得 到 了 R/S 分 析 中 的 关键 量 
累积 离 差 XGa，N)，XG，N) 是 指环 个 地 震 发 生 后 总 共 所 需要 的 时 
间 与 标准 情况 下 所 需 时 间 的 差 值 。 若 XCz，N) 远 远大 于 0， 表 明 从 
总 体 上 看 这 ”个 相继 发 生 的 地 震 来 得 比 标准 情况 下 要 慢 些 ， 也 即 地 
震 活动 呈 减 弱 趋 势 ; 反之 若 X(n，N) 远 远 小 于 0， 表 明 从 总 体 上 看 
这 个 相继 发 生 的 地 震 来 得 比 标准 情况 下 更 快 、 更 早 些 ， 也 即 地 震 
活动 呈现 出 较 强 的 从 集 现象 。 累 积 离 差 X(n，N) 必 然 在 某 个 地 震 发 
生 以 后 达 最 大 值 或 最 小 值 ， 它 们 的 差 值 即 为 地 震 时 间 间 隔 问 题 中 的 
极 差 RCN)。 可 以 看 出 ， 极 差 RCN) 实 际 上 意味 着 等 待 这 NN 个 地 震 全 
部 发 生 所 需 时 间 的 最 大 涨 落 。 

由 图 7. 11 和 表 7. 3 可 以 看 出 地 震 时 间 间 隔 问 题 中 极 差 ROND 与 
均 方差 SCN) 的 比值 RCN)/S(N) 与 地 震 数 目 呈 现 出 竹 指 数 关系 。 如 
果 假 定 均 方差 为 常数 ， 那 么 极 差 RCN) 随 地 震 的 发 生 按 轿 律 增长 。 也 
就 是 说 ， 等 待 10000 个 地 震 所 需 时 间 的 最 大 涨 落 和 等 待 1000 个 地 震 
所 需 时 间 的 最 大 涨 落 的 比值 等 于 等 待 1000 个 地 震 所 需 时 间 的 最 大 涨 
落 和 等 待 100 个 地 震 所 需 时 间 的 最 大 涨 落 的 比值 。 

对 地 震 个 数 ， 而 不 是 时 间 进 行 尺度 变换 ， 我 们 就 可 以 得 到 等 待 
m 个 地 震 所 需 时 间 的 最 大 涨 落 ， 若 再 除 以 地 震 个 数 站， 就 可 以 估计 
出 平均 情况 下 等 待 一 个 地 震 可 能 需要 时 间 的 最 大 涨 落 情 况 。 这 在 地 
震 预 报 和 地 震 危险 性 分 析 中 具有 十 分 重要 的 意义 。 


3. 海浪 高 度 和 地 震 年 频 度 分 析 


下 面 举 两 个 例子 ,说 明 R/S 分 析 在 分 析 时 间 记 录 方 面 的 应 用 。 

第 一 个 例子 是 关于 海浪 分 析 。 海 洋 中 的 波浪 是 海洋 运动 的 一 种 
形式 。 海 浪 不 仅 是 一 种 惊心动魄 的 自然 景观 ( 像 钱塘 江 大 潮 那 样 )， 
而 且 恶 劣 天 气 中 的 巨 浪 会 造成 人 员 伤 亡 和 船只 的 沉没 ， 所 以 对 于 海 
浪 的 研究 成 为 减轻 自然 灾害 的 一 个 方面 。 现 在 ， 全 球 已 建立 了 许多 
海浪 观测 台 站 ， 记 录 并 分 析 研 究 海浪 问题 。 

挪威 的 Tromsoflaket 海浪 观测 站 ， 每 隔 3 小 时 ， 以 每 秒 2 个 采样 
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点 的 速率 共 记 录 了 2048 次 该 站 所 在 位 置 的 海浪 高 度 。 这 大 概 需要 17 
分 钟 ， 然 后 从 2048 个 海浪 高 度数 据 中 挑 出 高 度 最 大 的 1/3 的 数据 ( 约 
683 个 )， 求 其 平均 值 ， 记 为 h,， 我们 称 h 为 有 效 浪 高 。 海 浪 分 析 中 没 
有 用 最 大 海浪 高 度 h。.， 是 因为 海浪 的 观测 是 抽样 进行 的 ，h.< 有 可 能 
出 现在 观测 的 时 间 之 外 。 而 取 h. 作为 海浪 的 高 度 一 种 稳健 (robust) 的 
估计 。 专 门 的 研究 表明 ，h,。 和 hx 之 间 存 在 着 经 验 关系 : 
haal. 8h, 

所 以 ， 多 数 的 海浪 观测 台 站 是 对 六 进行 观测 和 分 析 。 

研究 海浪 高 度 的 兴趣 主要 来 自 预测 “百年 一 遇 ” 的 海浪 高 度 ， 
以 保证 航海 的 安全 。 我 们 能 够 通过 分 析 有 限 ( 短 ) 时 间 的 观测 资料 来 
观测 长 时 间 中 海浪 的 最 大 高 度 吗 ? 在 这 里 ， 我 们 再 一 次 遇 到 了 从 短 
期 (部 分 ) 观 测 推测 长 期 (整体 ) 行 为 的 问题 。 显 然 ， 问 题 的 关键 在 于 
利用 海浪 高 度 变化 的 统计 特征 ， 而 幸运 的 是 ， 这 种 特征 是 分 形 的 。 

图 7.14 给 出 了 1980 年 每 天 在 Tromsoflaket 观测 站 上 得 到 的 有 
效 浪 高 扩 ， 最 大 有 效 浪 高 六 =10.7 m， 而 该 年 的 真正 的 最 大 海浪 高 
BE has19 m。 从 图 7.14 可 以 看 出 有 效 浪 高 在 每 个 季节 中 是 不 同 的 。 
与 季节 变化 有 关 的 海浪 高 度 变化 ， 我 们 在 本 节 中 不 予 进行 讨论 。 


0.2 0.4 8 
1980 1981 年 


图 7.14 1980 年 挪威 的 Tromsoflaket 观测 站 记录 的 有 效 浪 
高 h.( 引 自 Froyland etal. , 1988) 
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依照 前 几 节 关于 布 庆 运 动 的 讨论 ， 我 们 把 海浪 高 度 AOR RE 

随机 变量 EG), B 

h,@) EQ) 
然后 沿用 上 几 节 介绍 的 R/S 分 析 方 法 ， 我们 得 到 (图 7.15), 

RIGD/S—c* 
其 中 * 量 是 对 随机 变量 进行 分 析 的 时 间 长 度 。 海 浪 分 析 得 到 的 H 
值 为 

H=0. 87+0. 01 

这 样 ， 对 于 本 节 一 开始 提出 的 分 析 “ 百 年 一 遇 ” 海 浪 高 度 的 问题 ， 
只 要 我 们 在 图 7.15 中 把 + 延伸 至 一 百年 的 尺度 ,关于 百年 尺度 的 海 
浪 高 度 统计 结果 就 可 以 由 短 时 期 的 观测 资料 ， 利 用 R/S 方法 外 推 而 
得 到 。 上 面 海浪 分 析 的 方法 可 以 类 似 地 应 用 于 洪水 泛滥 、 河 流 流量 
变化 等 许多 自然 现象 的 分 析 。 


图 7.15 海浪 高 度 的 R/S 分 析 
将 Tromsoflaket 和 海浪 高 度 时 间 记 录 看 成 是 一 个 随机 系列 {6} ， 对 其 进行 
lgR/S~lgr 的 分 析 ， 图 中 黑 点 代表 分 析 的 结果 ， 直 线 代表 Hurst 的 
经 验 关系 ; R/S~r:", H=0. 8740. 01( 根 据 Froyland 等 ，1988) 


第 二 个 例子 是 地 震 的 年 频 度 分 析 。 一 个 地 区 每 年 发 生 几 次 地 
震 ， 是 一 个 地 区 地 震 活动 性 强 弱 的 定量 描述 。 地 震 年 发 生 频 度 对 于 
地 震 危害 性 分 析 ， 地 震 工 程 等 都 是 一 个 关键 性 的 参数 。 但 是 ， 一 个 
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地 区 每 年 发 生 的 地 震 数 目 因 年 而 异 ， 表现 出 强烈 的 统计 起 伏 性 。 因 
此 ， 了 解 其 统计 特征 ， 正 确 地 确定 地 震 年 频 度 及 其 统计 涨 落 ， 是 十 
分 重要 的 。 

当 我 们 研究 在 一 个 给 定 的 地 区 内 震级 大 于 或 等 于 m 的 地 震 时 ， 
我 们 可 以 得 到 一 系列 每 年 的 地 震 数目 

EC), Elt), Eltz), © 

我 们 可 以 把 EOR REMIRAR, HRE Bir A HER AE W 
R/S 分 析 方 法 ， 首 先 求 出 每 年 发 生地 震 的 平均 年 频 度 


(8), = = Dew 


Re, KRHBRAE, XG, D 3507.20, RAKARE RO. R 
们 要 指出 的 是 ， 这 样 求 出 来 的 RC(rz)， 是 指 在 zt 年 期 间 可 能 记录 的 最 
大 地 震 数 目 与 最 小 地 震 数目 之 差 ， 这 就 是 地 震 频 度 问题 上 R(7) 的 实 
际 意义 。 这 样 ， 通 过 R/S 分析， 我 们 不 但 可 以 由 实际 资料 得 到 的 地 
震 年 发 生 频 度 的 平均 值 (&(z)).， 也 可 以 得 到 在 rt 年 期 间 地 震 数 目的 
BAMBERG), WHAM 
R(x) /S~c 

我 们 也 可 以 对 上 述 地 震 年 发 生 频 度 的 方法 作 一 些 变化 ， 对 于 一 
个 给 定 的 地 区 ， 震 级 大 于 或 等 于 m 的 地 震 的 重复 周期 如 是 很 容易 计 
算出 来 的 ， 只 需 将 观测 资料 的 总 时 间 长 度 除 以 震级 大 于 或 等 于 m 的 
地 震 数 自 妈 可 。 刘 杰 等 以 i 作为 地 震 频 度 的 时 间 统 计 单 位 。 对 于 m 
级 以 上 的 地 震 ， 我们 得 到 了 一 个 时 间 记 录 : 

(&) i=l, 2", n, or 
显然 ， 由 于 我 们 这 种 时 间 单 位 是 根据 震级 m 的 大 小 而 选取 的 ， 所 以 
& 的 取 值 多 数 为 1， 少数 为 0，2，3，…， 极 少数 为 4，5，… 一 般 可 
UAK HWS 为 
S=1 
这 时 ， 极 差 尺 表示 在 所 研究 的 时 间 范 围 >， 如 中 ， 地 震 数目 的 最 大 
wea. MAH R/S 分 析 ， 可 知 
R/S-—nP 
图 7.16 给 出 了 几 个 地 区 的 R/S 分 析 结 果 。 
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在 图 7. 16 中 一 个 有 趣 的 现象 是 ， 对 同一 地 区 不 同 震级 层次 的 地 
震 时 间 序 列 进行 R/S 分 析 ， 其 结果 在 jgR/S-lgr 双 坐 标 中 ， 近 似 地 
落 在 同一 条 直线 上 ， 表 明 由 不 同 大 小 的 地 震 统 计 的 Hurst 指数 值 近 
似 相 等 。 这 一 结果 反映 了 不 同 震级 层次 地 震 之 间 的 统计 自 相似 性 。 
在 下 一 章 中 ， 我 们 可 以 看 到 这 种 R/S 分 析 结 果 所 表现 出 的 自 相 似 性 
与 地 震 时 间 分 布 的 分 形 分 析 结 果 一 致 的 ， 它 们 共同 反映 了 不 同 大 小 
的 地 震 所 具有 的 相似 的 分 形 特征 ， 而 这 正 是 地 震 层 次 模型 的 理论 基 
础 。 另 一 方面 ， 同 Hurst 研究 其 他 自然 现象 的 结果 类 似 ， 地 震 时 间 
分 布 的 Hurst 指数 均 大 于 0. 5， 这 揭示 了 地 震 的 发 生 具 有 随机 和 双重 
YE, M Hurst 指数 偏离 0. 5 的 程度 就 衡量 了 随机 性 因素 与 确定 性 因 
素 在 地 震 的 时 间 分 布 中 所 占 的 比重 。 

R/S 分 析 结 果 不 仅 展 示 了 地 震 发 生 的 规律 性 ， 而 且 对 于 地 震 危 
险 性 估计 也 具有 应 用 意义 。 

当 我 们 研究 某 一 地 区 今后 人 年 的 地 震 危险 性 时 ， 当 前 最 关键 的 
问题 是 对 地 震 发 生 频 度 的 确定 性 做 出 估计 ， 我们 对 m 级 地 震 可 以 计 
算出 来 它 的 平均 发 生 时 间 妃 ， 然 后 由 T/ta 一 n 求 出 该 时 间 记 录 的 相 
对 长 度 ( 相 当 于 平均 发 生 时 间 ta 而 言 )， 这 时 可 以 利用 Hurst 的 经 验 
公式 

R/S—n* 

si] 
XT Tt PM 级 地 震 发 生 次 数 的 涨 落 做 估计 ， 实 际 计 算 中 ， 可 以 
取 作 为 不 确定 性 的 估计 。 


练 习 a 


1. 复述 如 何 根据 进 水 量 设计 水 库 库容 的 方法 。 
2. 假定 某 一 年 在 果园 中 同时 种 下 了 许 许多 多 棵 树 ， 说 明 : RG) 
是 种 果树 后 第 + 年 ， 最 粗 的 树 与 最 细 的 树 十 直径 之 差 。 
E: 
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(a) 令 &() 表 示 某 一 棵 树 在 树干 直径 方面 的 年 增长 率 ; 
(D 引入 “理想 树 ” 作 为 参考 标准 ,， “理想 树 ” 是 指 直径 每 年 以 
(6), 速度 增长 的 树 : 


(= = De 
t=1 


(co) 极 差 RCE) 表示 了 在 7 年 间 一 棵 树 相 对 于 “理想 树 ” 而 言 在 树 
木 直径 方面 的 最 大 涨 落 ; 

(d) 对 于 果园 中 许 许多 多 棵 树 而 言 ， 因 为 它们 有 着 相同 的 统计 
规律 ， 因 此 ， 在 第 r+ 年 ，R(r) 表 示 最 粗 的 树 与 最 细 的 树 在 直径 方面 
之 差 。 

3. 定义 一 固定 时 段 ( 如 5 天 或 1 个 月 ) 的 降雨 量 为 发 生 洪 水 的 定 
量 指标 。 说 明 百 年 一 遇 洪 水 的 强度 为 十 年 一 遇 洪水 强度 的 10". 4i, 
H #2 R/S 分 析 中 的 Hurst fA CH 0. 7) 。 

4. fBm( 分 数 布朗 运动 ) 是 自 仿 射 分 形 ， 具 有 固定 的 D、 甩 和 8B 
BM. WHA. 对 (Bm 进行 R/S 分 析 ， 所 得 到 的 Hurst 指数 与 自 仿 射 
分 形 分 析 得 到 的 五 值 相同 。 
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第 八 章 “ 地 震 学 中 的 分 形 


人 类 对 地 震 的 洞 见 後 始 于 中 国 。 早 在 公元 132 年 东汉 时 期 ， 张 
衡 就 发 明了 候 风 地 动 仪 ， 用 来 测量 地 震 发 生 的 方位 。 这 一 测量 本 身 
包含 着 重要 的 对 地 震 本 质 的 认识 ， 即 地 震 是 沿 一 定 方向 从 远方 传 来 
的 地 面 震动 。 直 到 17 世纪 ， 这 一 概念 才 被 欧洲 人 重新 确认 。 

地 震 学 产生 以 后 ， 它 的 研究 大 致 可 以 分 为 两 个 方向 : 一 是 研究 
一 次 地 震 的 震源 过 程 和 地 震 发 出 的 震波 的 传播 ; 二 是 研究 一 群 地 震 
的 活动 规律 和 各 次 地 震 之 间 的 联系 ， 探 索 地 球 动力 学 演化 和 地 震 预 
测 问 题 。 分 形 儿 何 给 地 震 学 研究 带 来 了 新 方法 和 新 的 探索 ， 而 且 这 
些 方法 和 探索 ， 存 在 着 应 用 于 其 他 学 科 的 可 能 性 ; 另 一 方面 ， 地 震 
学 中 的 许多 现象 和 观测 资料 ， 又 为 分 形 几 何 的 发 展 提供 了 营养 和 动 
力 。 例 如 ， 分形 中 规律 的 最 好 例子 是 地 震 学 中 的 GutenberG -Richter 
关系 式 ， 而 自 组 织 临界 现象 等 概念 的 提出 都 起 源 于 地 震 学 的 研究 
(Bak and Tang, 1988, 1989), 


8.1 地 震 活 动 性 


当 我 们 研究 一 群 地 震 的 活动 规律 时 ， 称 之 为 地 震 活 动 性 研究 。 
在 这 方面 ， 最 重要 的 关系 是 地 震 的 震级 和 频 度 关 系 。 


1. Gutenberg-Richter 关系 


Gutenberg 和 Richter 在 研究 全 球 地 震 活 动 性 时 (Gutenberg and 
Richter，1954)， 发 现 震级 m 以 上 的 地 震 数 目 N (之 m) 与 震级 m Ziel 
有 以 下 关系 : 

lgN( 之 m) —a— bm (8. 1) 
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式 中 a, 5 为 常数 。 从 20 世纪 50 年 代 开 始 的 许多 研究 表明 ， 在 许多 
地 区 ， 这 个 关系 式 都 是 成 立 的 。 所 以 ， 人 们 把 Richter 提出 震级 的 概 
念 和 Gutenberg 等 提出 震级 - 频 度 关 系 式 ， 作 为 经 典 地 震 学 发 展 中 的 
两 个 里 程 碑 。 实 际 上 ， 若 没有 Gutenberg-Richter 关系 式 ， 震 级 的 概 
念 也 不 会 受到 人 们 的 普遍 承认 。 
我 们 可 以 将 式 (8. 1) 以 另 一 种 形式 写 出 来 
lgN Gm) —a— bm 
式 中 ，( 宇 m) 变 成 了 每 年 发 生 的 地 震 数 目 ， 称 之 为 发 生年 频 度 ; 4 
变 成 了 每 年 发 生 mr 之 0 级 地 震 数目 的 对 数 ， 即 
a=lgÑ C20) 
Purcaru 等 (Purcaru et al. , 1982) 对 全 球 发 生 的 地 震 进 行 了 统 
计 ， 对 于 全 球 而 言 ， 得 到 a 二 8, 5 二 1。 于 是 全 球 的 地 震 活 动 性 可 以 
写成 
lgNCZEm) —8—m 
实际 上 ， 各 地 区 5 值 不 尽 相同 ， 但 多 数 地 区 5 值 取 1 左右 的 数值 ， 
我 们 用 全 球 统计 得 到 的 a, 5 值 ， 是 希望 读者 能 获得 对 于 地 震 活 
动 性 的 定量 认识 。 表 8. 1 给 出 了 全 球 和 中 国 地 区 地 震 活 动 性 的 基 
本 数据 。 


表 8.1 由 G-R 关 系 得 出 的 地 震 活 动 水 平 


m 1 2 3 4 5 6 7 8 
每 年 全 球 10 10* 10° it 10° 10° 10° 1 
发 生 次 数 

Am) 15X10 1.5X10 1.5 15X10' L5X10* 1.5X10 1.5X10 1. 5x10 * 
t (m) 7X10? 7X107 7x107 7 70 7X10 7X10 ?7X10 
华北 地 区 : 地震 活动 水 平均 为 全 球 平均 值 的 4 倍 

am) 610X* 60 6 6x107! 6X107? 6Xl0- 86X10 6X10 
tm) 14 小 时 6 天 2 月 1,7 年 17 年 170% 1.7X10° 4l. 7X 10* 年 
按 全 球 平均 水 平 ， 中 国 大 陆 (20 X 40°) 

AGEm) 1.2X10 1. 2x10*1. 2X10* 1. 2x 10* 12 1.2 12X10'12x10* 
r Gn) 4 分 404 7 小 时 3X 1 月 0.8 年 8 年 80 年 
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表 8. 1 中 的 一 些 符号 的 意义 如 下 : 

2 之 MI :每 年 在 二 X 工 面积 中 平均 发 生 的 震级 大 于 等 于 m 的 地 
RRA; 

(m): FEV XY 中 平均 发 生 1 次 大 于 等 于 m 级 地 震 所 要 的 时 间 ， 

Nm): 某 区 域 每 年 发 生 震 级 大 于 等 于 m 的 地 震 数目 ，; 

tm): 菜 区 域 平均 发 生 1 次 大 于 等 于 m 级 地 震 需 要 的 平均 
时 间 。 

Be 8. 1 对 我 们 研究 某 地 区 地 震 活 动 水 平 提供 了 一 个 参考 标准 。 


2. G-R 关系 式 和 分 形 


G-R 关系 给 出 的 是 地 震 发 生 的 频次 数 与 地 震 的 震级 m 的 关系 。 
m. 是 表示 地 震 释 放 的 地 震波 能 量 大 小 的 一 种 变量 ， 它 是 由 地 震 产 生 
的 地 震波 进行 测量 的 。G-R 关系 不 是 一 种 笑 指 数 关系 。 

G-R 关系 中 的 4 值 是 地 震 学 中 的 一 个 重要 参数 ， 它 描述 了 大 小 
地 震 之 间 的 比例 关系 。 许 多 地 震 学 家 都 对 5b 值 进行 了 深入 的 研究 。 
Hirata(1987) 分 析 了 1926 一 1986 年 日 本 东北 地 区 所 发 生 的 M >5.5 
的 地 震 震中 分 布 ， 求 得 其 分 维 数 D， 因 此 得 到 了 分 维 与 5 之 间 的 关 
RA D= 2. 3 一 0.735， 这 是 通过 对 实际 资料 的 分 析 ， 确 定 分 维 数 与 
b 值 之 间 关 系 的 最 初 尝试 。 另 外 ， 一 些 地 震 学 家 通过 其 他 研究 方法 也 
得 到 了 地 震 断 层 系统 的 分 维 数 与 5 值 之 间 的 相关 关系 (Aki，1981， 
King, 1983) 。 利 用 地 震 学 中 一 些 基本 关系 式 ， 可 以 根据 G-R 关系 ， 
求 出 一 群 地 震中 ， 地 震 数目 和 产生 地 震 的 断层 几何 参数 之 间 的 分 形 
关系 。 在 地 震 学 中 ， 与 地 震 断 层 几 何 参 数 ， 例 如 与 地 震 断 层面 面积 
A 有 直接 关系 的 量 是 地 震 矩 M : 

M= Aò 
th, y 是 地 震 断 层 附近 岩石 的 剪 切 模 量 ; 6 是 地 震 时 路 断层 两 侧 的 
平均 位 移 ， 一 般 情况 下 ,6 与 断层 面 面 积 A 有 关 。 根 据 地 震 的 位 错 
模型 ,金森 博 雄 进一步 把 上 式 表 示 为 
M~ AM! ~r? 
式 中 7 是 断层 面 的 等 效 直径 ， 也 可 以 看 作 是 断层 的 长 度 。 
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地 震 矩 是 衡量 地 震 释 放 能 量 多 少 的 一 个 重要 的 参数 。 地 震 的 震 
Rm 也 是 表征 地 震 大 小 的 另 一 个 参数 ， 地 震 矩 M 和 地 震 震 级 mn 之 间 
关系 为 

lgM=cmt+d 
金森 博 雄 (Kanamori,，1975) 讨 论 了 在 一 般 情 况 下 ， 常 数 c 1.5, % 
数 d= 9. 70M 以 焦耳 为 单位 )。 将 以 上 三 个 式 子 和 G-R 关系 式 (8. 1) 
结合 在 一 起 ， 去 掉 震 级 mwm， 我 们 可 以 由 G-R 关系 式 导出 
NOEr)—A,r 2 
ERP N( 之 7) 表 示 发 震 断 层 长 度 大 于 等 于 r 的 数目 。A, 是 个 常 参 
数 。 将 金森 博 雄 在 一 般 情况 下 得 到 的 c—1. 5 值 代入 ， 上 式 可 写成 
NCErn-—A,P 
D=36/c=2b | 
由 G-R 关系 推导 出 的 式 (8. 2) 表 明 ， 在 一 群 地 震中 ， 发 震 断 层 长 度 > 
AERA ZCMAABREBRKA, BRE. — P e E PRE K 
E r 的 分 布 是 分 形 的 。 


3. 断层 分 段 (fragmentation) 和 特征 地 震 (characteristic 
earthquake) 


(8. 2) 


解释 地 震 断 层 的 分 形 分 布 ， 有 两 种 模型 。 一 种 模型 假定 存在 许 
多 断层 (有 多 少 地 震 就 有 多 少 条 断层 )， 长 度 长 的 断层 产生 大 地 震 ， 
长 度 短 的 断层 产生 小 地 震 ， 每 一 条 断层 都 相应 一 定 震 级 大 的 地 震 ， 
这 种 地 震 都 代表 着 产生 地 震 的 断层 的 特征 (例如 以 断层 长 度 > 为 指标 
的 特征 量 ) ， 因 而 称 之 为 特征 地 震 。 

另 一 种 模型 假定 存在 着 一 条 断层 ， 断 层 上 的 一 段 长 度 ~ 的 部 分 
发 生 错 动 时 ， 就 会 产生 与 + 相应 的 震级 为 m 的 地 震 。 也 就 是 说 ， 该 
条 断层 会 产生 分 形 的 地 震 活 动 。 要 详细 研究 这 种 地 震 活动 ， 必 须 假 
定 该 条 断层 上 的 每 段 情况 是 不 同 的 ， 进 行 断层 的 分 段 研究 。 

哪 种 模型 对 嘴 ? 

为 了 回答 这 个 问题 ， 必 须 找到 一 些 地 震 进 行 研 究 ， 这 些 地 震 的 
发 展 断层 情况 已 经 足够 清楚 地 研究 过 了 。 加 州 圣 安 德 烈 斯 断层 有 一 
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BÆ Parkfield 附近 ， 这 有 段 断 层 情况 已 经 多 次 研究 过 了 。 该 断层 在 
1881、1901、1924、1934、1966 年 发 生 过 断层 错 动 ， 每 次 均 产 生 
5.5 级 左右 的 地 震 。 而 这 一 段 断层 上 没有 地 震 分 形 分 布 的 证 据 。 有 些 
科学 家 认为 地 震 分 形 分 布 意味 着 断层 (在 形态 上 ) 具 有 分 形 分 布 ， 因 
此 ， 倾 向 于 支持 特征 地 震 的 说 法 。 但 这 种 例子 还 不 多 ， 关 于 哪 种 模 
型 更 对 ， 还 需要 作 进 一 步 的 工作 。 不 过 有 一 点 是 重要 的 ， 无 论 是 断 
层 分 段 ， 还 是 特征 地 震 ， 它们 都 是 沟通 地 震 学 与 地 质 学 研究 的 桥梁 。 

最 后 一 点 要 提 及 的 ， 关 于 地 震 活 动 性 的 模拟 研究 ， 目 前 进行 了 
大 量 工作 。 在 模拟 研究 中 ， 必 须 考虑 上 述 的 地 震 发 生 和 断层 分 布 的 
关系 。 


4. G-R 关系 中 N(Z2:m) 5 六 (一 mm) 的 关系 


N( 宇 m) 表 示 的 是 震级 大 于 或 等 于 m 的 地 震 数目 。 现 在 引入 符 
号 N( 一 m)， 它 表示 在 震级 m 附近 单位 震级 内 的 地 震 数目 。 实 际 利 
用 G-R 关系 式 时 ， 有 时 利用 累积 Caccumulated) 频 度 N( 宇 m)， 有 时 
也 利用 单位 震级 内 的 频 度 六 (= 一) 。 下 面 证 明 ， 这 两 种 做 法 是 等 效 
的 。 为 方便 计 ， 我 们 由 NC— 008 2E IE SS NC nO 的 关系 。 这 样 
做 ， 推 导 简 单 ， 但 和 式 (8. 1) 中 的 写法 在 次 序 上 倒 了 过 来 。 

假定 我 们 有 

igN(=m)=A—bm 


A 为 常数 ， 令 
a—Alnl0, g=bln10 
有 
和 (一 ma) 一 ep 
震级 大 于 或 等 于 m 的 地 震 数 


oo 


NCS m) = [nc m)dm = ge = 107m 


KH, W aH 
a= A— lg(bln10) 
由 N( 之 m) 的 结果 ， 两 边 取 对 数 ， 则 得 
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lgNCZ m) —a— bm 
因而 ， 无论 用 NC 2»0, hE Nom) Tl YS — BE MEE n Re S 55 
度 关 系 时 ， 所 得 结果 是 一 样 的 ， 读 者 也 许 会 奇怪 ， 累 积 频 度 NCS 
m) 的 计算 公式 中 常数 a 比 单位 震级 频 度 N (二 x) 公式 中 的 常数 和 4 还 


要 小 一 些 。 其 实 ， 这 与 | 80) = 11 1< 80) 的 道理 是 一 样 的 ，N 


(二 mm) 相当 于 地 震 频 度 的 尖 脉 溃 ， 只 不 过 它 不 像 OCD ABH RE AR 
值 ， 而 是 以 指数 形式 eU RR. 
由 上 面 一 些 公式 ,我 们 知道 


oo 


地 震 总 数 N= | N(= mdm = ef 


所 以 ， 从 概率 角度 ， 地 震 按 震级 m MRE E Rf On) A ES ER 
数 PSM AHA 


密度 函数 fin) =A 


Ug B7 


超越 率 函 数 Pm = [fon dm = cn 


s. 地 震 活 动 性 中 的 其 他 分 形 


我 们 的 研究 对 象 是 一 群 地 震 。 可 以 用 不 同 的 参数 从 不 同方 面 来 
描述 这 一 群 地 震 ， 研 究 其 相互 关系 。 对 于 一 群 地 震中 的 第 i 个 地 震 ， 
我 们 可 以 用 下 列 参 数 ， 

m: 第 i 个 地 震 的 震级 ; 

x: 第 ;个 地 震 的 震源 位 置 ; 

t: 第 i 个 地 震 的 发 震 时 间 ; 

ri 第 i 个 地 震 的 发 震 断 层 长 度 ; 

u,: 第 i 个 地 震 的 断层 错 动 位 移 ; 

M.: 第 i 个 地 震 的 地 震 矩 。 

上 上 面 几 小 节 介 绍 了 用 G-R 关系 研究 这 一 "TT T ? 的 分 布 特 
征 ， 进 而 推导 出 发 震 断 层 长 度 {r,} 的 分 形 分 布 。 用 类 似 方 法 ， 统 计 分 
形 可 以 用 来 广泛 地 研究 这 些 集合 的 特征 。 
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谢 和 平 (1994) 在 一 篇 综述 中 介绍 了 其 中 的 一 些 研 究 。 下面 只 举 
一 个 断层 位 移 {u,}) 的 例子 。 观 测 资 料 表 示 ， 断 层 位 移 u 的 分 布 具有 
NGSu)-—A,u P. 
RH, A, 为 常数 ; D, 为 位 移 分 形 的 分 维 。 式 (8. 12) 表 示 
NCD =A,u C 
以 上 两 式 是 从 不 同 角度 对 一 群 地 震 的 描述 。 现 研究 从 位 移 角度 得 到 
的 分 维 D, 和 从 断层 长 度 角 度 得 到 的 分 维 D, 之 间 的 关系 。 
对 于 某 一 研究 区 域 ， 从 位 移 角 度 来 看 ， 断 层 总 数 ON. 应 为 


N, = | iN u) ju 
RP ww 是 该 区 断层 的 最 大 位 移 。 另 一 方面 ， 从 断层 长 度 角 度 来 看 ， 
该 区 的 断层 总 数 N, 应 为 

N = | iN 2 
raw 是 这 个 研究 区 域 中 断层 最 大 长 度 。 显 然 ， 

N,—N, 
于 是 有 
Aur =A, ron” 

这 样 ， 可 以 求 出 D. 5 D, 的 关系 。 其 他 参数 的 分 维 也 可 以 依照 上 面 
的 作法 相互 联系 起 来 。 


8.2 ”地 球 介质 的 层次 结构 


前 面 第 四 章 介 绍 过 岩石 的 碎 形 (fragmentation) 概 念 。 当 破碎 兰 
石 时 ， 破 碎 的 岩石 块 的 (等 效 ) 半 径 ~ 和 岩石 块 的 数目 N' 产 站 之 间 存 
在 着 分 形 关系 : 

NOED-—r? 
DEAE. SCDRIU IE XU RR, REAR EA TL BS fiti TE JE 
进行 分 类 。 筛 孔 大 小 通常 是 离散 的 一 组 数 (ns na coni nas 72) 
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这 就 构成 了 一 个 离散 的 层次 : 在 六 层次 ， 观 测 到 线 度 大 于 或 等 于 -~ 
的 碎 块 数目 为 N: (27); 而 在 rm+1 层 次 ， 其 数目 则 为 Noa Grai, 显 


Na (z) (8. 3) 
式 中 是 一 个 常数 ， 与 岩石 的 性 质 无 关 ， 也 与 破碎 过 程 无 关 。 

式 (8. 3) 表 明 对 于 任意 的 和 7;;;， 即 对 于 任何 的 观测 层次 ， 其 
分 布 规律 遵循 宕 指数 关系 。 我 们 把 这 样 一 处 不 连续 (离散 ) 的 ， 分 散 
的 分 形 结构 称 为 层次 结构 Chierarchy) 。 

地 球 自 形成 以 来 ， 在 各 种 自然 作用 力 下 发 生 着 破裂 过 程 ， 地 球 
介质 是 否 也 和 岩石 的 碎 形 一 样 ， 具 有 层次 结构 呢 ? 


1. 地 质 学 方面 的 证 据 


乌 洛 莫 夫 ( 乌 洛 莫 夫 ，1994) 综 合 了 地 质 调查 和 深部 探查 资料 ， 
画 出 了 中 亚 帕 米尔 一 天 山 一 土 兰 地 区 的 岩石 构造 (图 8.1)。 这 些 构造 
至 少 是 第 三 纪 以 及 第 四 纪 以 来 长 期 构造 变化 的 结果 。 图 8. 1 中 所 示 
的 断层 几何 形态 ， 规 模 最 大 的 断层 称 为 0 级 断裂 ， 在 图 中 以 0 - 1， 


图 8.1 中 亚 帕 米尔 一 天 山 一 土 兰 地 区 岩石 层 结构 简 图 ( 引 自 乌 洛 莫 夫 ，1994) 
从 图 中 可 以 看 到 规模 巨大 的 断层 0-1, 0-2; 也 可 以 看 到 次 一 级 的 断层 1-1， 
1-2401-3 4$. & 表示 第 i 级 断层 之 间 的 距离 
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图 8.2 中 亚 地 区 的 断层 一 块 体 构造 图 ( 引 自 乌 洛 莫 夫 ，1994) 
实心 圆 代 表 已 经 发 生 的 地 震 位 置 ， 空 心 圆 和 和 斜 影 贺 表示 预期 发 生 的 地 震 位 置 。 
(Ca)(b)(c) 给 出 了 同一 地 区 三 个 不 同 层 次 的 构造 图 ,由 一 个 层次 转 为 
另 一 个 层次 时 ， 块 体 线 度 大 约 变化 2 fi 


0- 2 表示 ， 图 中 也 可 以 看 到 次 一 级 的 断裂 1-1，1-2 和 1-3 等 为 
了 能 看 到 更 多 的 岩石 层 的 构造 层次 ， 在 图 8.2 中 引用 了 乌 洛 莫 夫 的 
另 一 幅 更 为 详细 的 图 。 图 8. 2(a) 为 规模 巨大 的 0 级 断裂 带 的 分 布 ， 
两 个 0 £8 SELLE JE EB BS O~10° km 左右 ; 图 8. 2(b) 为 规模 稍 小 
的 1 级 断裂 带 的 分 布 ， 相 邻 的 断裂 带 距 离 ~~ (3 ~ 5) 10? km; 图 


8.2(c) 则 给 出 更 小 一 级 的 断裂 分 布 ， 相 邻 断裂 带 的 最 小 距离 约 为 几 
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十 公里 。 从 图 8. 1 和 图 8.2 所 给 出 的 地 球 岩 石 层 的 具体 例子 ， 可 以 
看 到 ， 在 中 亚 地 区 ， 地 球 岩 石 层 结 构 确 实 存 在 着 层次 结构 。 

乌 洛 莫 夫 认为 ， 一 个 地 区 的 地 震 活动 情况 ， 是 与 该 地 区 的 地 质 
构造 密切 有 关 的 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 乌 洛 莫 夫 将 震级 m 的 两 次 地 震 
的 优势 相隔 距离 6 与 m 的 关系 画 在 图 8.3 中 ， 发 现 对 于 8 级 左右 的 
大 地 震 ， 其 两 次 地 震 相隔 距离 约 为 10: km， 它 们 是 与 ORR 
有 关 的 ; 而 相隔 距离 10° km 左右 的 断裂 系统 与 6.5 级 地 震 的 发 生 有 
关 ( 图 8. 3) 。 


50 . S 70 180 8.5 Ms. 
6 17 18 19 Ki lgE/l 


图 8. 3 ”优势 震中 距离 8、 震源 尺度 (L) 和 震级 (MD) 的 
相互 关系 ( 引 自 乌 洛 莫 夫 , 1994) 
地 震 优势 震中 距离 与 震级 关系 为 lg8 二 0. 6M —1. 94。 地 震 震源 
RHBEL 与 震级 M 的 关系 为 : lgL 一 0. 6M 一 2.5 


基于 上 述 地 质 方面 的 资料 ， 在 分 形 几 何 框架 之 中 ， 形 成 了 下 面 
对 于 地 震 产 生 过 程 的 新 的 概念 性 认识 : 地 震 过 程 是 构造 应 力作 用 下 
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岩石 变形 的 结果 。 涯 石 是 一 个 很 大 的 开放 系统 ， 它 是 由 各 种 规模 的 
块 体 组 成 ， 大 块 体 是 由 许多 对 外 部 作用 十 分 敏感 的 更 小 块 体 聚 合 而 
成 的 ， 各 种 块 体 共同 形成 一 个 整体 。 岩石 系 统 进行 的 物质 和 能 量 的 
交换 ， 其 方式 可 能 是 与 外 部 介质 ， 也 可 能 是 系统 中 各 块 体 之 间 的 相 
互 作 用 。 当 岩石 的 某 一 层次 块 体 发 生 稳定 性 的 丧失 时 ， 应 变 能 被 释 
放 ， 块 体 之 间 发 生 了 能 量 再 分 配 过 程 。 在 这 个 时 候 ， 岩 石 整体 的 性 
质 实际 保持 不 变 ， 岩 石 系 统 中 能 量 及 物质 交换 性 质 不 变 ， 整 个 地 震 
过 程 也 不 改变 。 这 时 岩石 系统 就 被 看 成 是 一 个 自 组 织 系统 ， 它 保持 
着 动力 学 平衡 状态 ， 而 地 震 的 不 断 发 生 ， 使 得 该 系统 在 平衡 状态 附 
近 有 很 小 的 摆动 。 


2. 地 震 活动 方面 的 证 据 


为 了 监视 努 列 克 水 电站 300 m 高 大 坝 蓄 水 后 引起 的 诱发 地 震 活 
动 ，1955 年 1 月 至 1972 年 6 月， 前 苏联 的 地 震 学 家 在 塔吉克 的 努 
列 克 附 近 布 设 了 地 震 台 网 ， 对 水 库 库 区 58 kmX74 km 的 区 域 地 震 
活动 进行 详细 的 观测 。 该 期 间 共 记录 2 级 以 上 的 小 地 震 2014 次 ， 
地 震 定位 精度 可 达 2 km。 在 分 析 该 区 域 地 震 活 动 时 ， 将 这 个 区 域 
分 成 3 个 层次 的 长 方形 ，1 级 长 方形 有 4 个 ， 每 个 长 方形 的 面积 为 
29 kmX 37 km; 每 个 1 级 长 方形 再 等 分 为 4 个 2 级 长 方形 ， 每 个 面 
积 为 14. 5 kmX18. 5 km; 每 个 2 级 长 方形 再 等 分 4 个 3 级 长 方形 ， 
3 级 长 方形 的 面积 为 7. 25 kmX 9. 25 km, 
对 于 上 述 3 个 等 级 的 长 方形 ， 计 算 它 们 的 地 震 活动 指数 。 所 谓 
地 震 活动 指数 ， 是 指 一 个 长 方形 内 的 地 震 数目 与 包含 它 的 上 一 级 的 
大 长 方形 地 震 数目 之 比 ， 记 为 P. BS 1 级 长 方形 中 地 震 数目 分 
BUA mo ni. nj 和 ns， 则 这 4 个 1 级 长 方形 的 地 震 活动 指数 Pi, 
P,, P, 和 P, 分 别 是 : 
P,—n/G,n ncn) 
P, =n:,/ (m +n: T nj dn) 
P, =n;,/ (m Fn: tn; tn) 
P, =n,/ (m Hn: +n; ni) 
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我 们 将 Pi. Po» Pos P. 按 大 小 排列 起 来 ， 例 如 按 下 降 的 顺序 绘 在 
图 上 (图 8. 4)， 用 1 表示 的 曲线 代表 了 1 级 长 方形 地 震 活动 指数 的 计 
算 结果 。 对 第 2 级 长 方形 也 进行 类 似 的 计算 ,图 8.4 中 用 2 表示 的 
曲线 代表 了 2 级 长 方形 计算 结果 的 平均 值 。 而 在 第 3 级 长 方形 内 ， 
地 震 活 动 指数 已 按 64 个 长 方形 进行 了 平均 ， 图 8.4 中 用 3 表示 的 曲 
线 则 给 出 了 其 平均 的 结果 。 

图 8. 4(a) 一 (d) 给 出 了 4 段 不 同时 间 的 分 析 结 果 。 由 图 8.4 可 以 
看 出 ， 在 所 有 情况 下 的 图 形 是 相似 的 。 随 便 取 出 任意 一 级 相 邻 的 4 
个 长 方形 ， 地 震 活动 指数 高 的 长 方形 吸引 了 4026 一 50% 的 地 震 ， 而 
地 震 活动 指数 最 低 的 长 方形 只 吸引 了 约 10% 左 右 的 地 震 ， 两 者 地 震 
数目 之 比 约 为 4 一 5。 地 震 活动 的 这 种 层次 结构 ， 仿 佛 表明 : 如果 我 
们 站 在 很 远 的 地 方 看 地 球 ， 由 于 有 限 的 分 辨 率 ， 只 能 看 清楚 巨大 的 
板块 ,更 细 的 结构 则 看 不 清楚 。 如 果 再 走 近 一 点 ， 我们 则 可 以 看 清 
楚 板 块 内 部 次 一 级 的 构造 ， 更 细 的 结构 仍 看 不 清楚 。 随 着 不 断 地 走 

地 震 百 分 数 


(a) 


(c) 


图 8.4 不 同等 级 长 方形 中 地 震 数目 的 百分比 分 别 对 应 不 同 记 录 期 间 
(a) 19587-1960; (b) 1960— 1965; (c) 1965-1972; (d) 1955~1972 
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近 ， 分 辩 率 越 来 越 高 ， 每 次 的 观测 视野 却 越 来 越 小 ， 但 每 次 观察 到 
的 图 形 却 都 是 相似 的 。 

上 述 结果 令 人 十 分 感 兴趣 ， 因 为 它 导致 这 样 一 个 结论 : 不 管 一 
个 区 域 的 地 震 活 动 性 水 平 如 何 ， 都 可 以 把 它 划 分 成 更 次 一 级 的 区 域 ， 
按 地 震 活 动 指 数 ( 或 按 地 震 活动 性 ) 来 划分 ， 这 些 次 一 级 的 区 域 地 震 
活动 水 平 可 以 分 成 高 、 中 、 低 三 个 层次 ， 最 高 与 最 低 小 区 域 的 地 震 
数目 比值 约 为 4~5， 在 更 细 的 划分 下 ， 例 如 把 一 个 长 方形 等 分 为 
6 一 8 个 更 小 的 长 方形 ， 这 个 比值 还 会 增 大 。 由 此 可 见 ， 甚 至 在 较 小 
的 面积 内 ， 都 可 以 找到 地 震 活 动 比较 低 的 地 区 ， 它 的 地 震 活 动 水 平 
比 相 邻 地 区 要 低 4 一 5 倍 。 

正如 第 四 章 统计 分 形 中 ， 关 于 无 标 度 讨论 所 指出 的 那样 ， 这 个 
划 小 正方 形 大 小 的 作法 不 能 无 限制 地 进行 下 去 ， 除 了 资料 数量 的 限 
制 ( 因 为 每 个 最 终 的 小 区 域 必须 足够 大 ， 以 保证 进行 统计 分 析 时 有 足 
够 的 精度 ) 外 ， 还 有 地 震 发 生机 理 方面 的 约束 。 最 近 ，Selwyn 等 提 
出 了 地 震 “ 量 子 ” 概 念 ， 认 为 尺度 约 500 m 的 岩石 破裂 相当 于 1 次 
地 震 “ 量 子 ”， 而 大 的 地 震 是 由 许多 “量子 ” 按 层 次 模型 构成 的 。 
Selwyn 等 认为 ， 他 们 的 假说 得 到 了 地 震 和 矩 和 应 力 降 观 测 资料 的 支持 
(Selwyn 等 ，1995) 。 


8.3 数学 分 形 和 物理 分 形 


为 了 更 好 地 了 解 地 震 发 生 的 统计 特征 ， 地 震 学 家 们 对 地 震 的 时 
间 、 空 间 分 布 已 经 做 了 许多 研究 。 在 这 些 研究 中 ， 有 的 是 将 地 震 看 
作 是 点 事件 (Smalley et al., 1987; Ogata, 1988; Robertson and 
Sammis, 1995), ， 这 属于 数学 分 形 的 范畴 ; 而 另 一 些 是 将 地 震 用 震级 
BY AE Rok E HE (Hirabayashi et al. ，1992; Bufe and Varnes, 1993; 
Saleur etal. ，1996)， 研 究 地 震 的 物理 分 形 。 在 数学 分 形 和 物理 分 
形 两 种 情况 下 ， 都 能 得 到 地 震 活 动 性 的 分 形 特征 。Hirabayashi 等 
(1992) 进 一 步 指出 地 震 能 量 ( 或 震级 ) 的 空间 分 布 的 分 维 比 将 地 震 作 
为 点 事件 的 震中 分 布 的 分 维 更 重要 ， 特 别 是 当 把 地 震 与 其 他 自然 现 
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象 作 本 质 上 对 比 时 更 为 如 此 。 通 过 对 区 域 和 全 球 地 震 活 动 的 空间 相 
K PROBURI XE. PR CE £1 TÉ 4E RJ 21 BC Kagan 等 (Kagan and Knopoff, 
1980; Kagan，1981a，1981b) 发 现 地 震 空间 分 布 的 分 形 特征 是 不 依 
赖 于 震级 的 。 但 是 在 地 震 的 时 间 分 布 中 ， 震 级 到 底 起 了 什么 作用 呢 ? 
或 者 说 ， 地 震 时 间 分 布 表现 出 怎样 的 物理 分 形 特 征 呢 ? 我 们 先 来 讨 
论 地 震 在 时 间 上 的 数学 分 形 。 

当 我 们 研究 某 个 区 域 中 的 地 震 时 ， 该 区 域 的 每 个 地 震 的 发 生 时 
间 可 以 用 时 间 轴 上 的 一 个 点 来 表示 。 所 有 地 震 组 成 的 集合 就 对 应 于 
该 时 间 轴 上 定义 的 一 个 点 集 ， 这 个 点 集 表 示 了 地 震 发 生 的 时 间 分 布 。 
图 8. 5 给 出 了 1971—1990 年 间 中 国 华北 4 级 以 上 地 震 的 时 间 分 布 ， 
从 图 中 可 以 看 出 ， 地 震 事件 在 时 间 轴 上 的 分 布 不 是 均匀 的 ， 有 时 密 、 
有 时 朴 ， 这 叫做 丛 集 (clustering) 现象， 现 运用 分 形 几 何 对 从 集 进行 
分 析 (Smalley et al. , 1987). 
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图 8.5 1971 一 1990 年 华北 4 级 以 上 地 震 发 生 时 间 在 时 间 轴 上 的 分 布 


假定 在 我 们 所 研究 的 地 区 ，z 长 的 时 间 段 内 一 共 发 生 了 N 次 地 
震 ， 地 震 的 平均 发 生 周期 r==t,/N。 为 了 分 析 地 震 的 时 间 分 布 ， 我 们 
采用 分 形 几 何 中 最 常用 的 数 盒子 方法 ， 即 把 分 成 n 等 分 ， 每 一 等 
分 的 时 间 长 度 为 t: 
rt =to/n 7 一 2，3，4，… 
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现在 计算 包含 有 地 震 的 等 分 数 占 总 时 间 长 度 太 的 百分比 CD. 
首先 考虑 均匀 分 布 。 如 果 地 震 数 目 N 比 等 分 的 时 间 间 隔 数 n 还 
K.: 那么 ， 等 分 的 所 有 时 间 间 隔 中 都 有 地 震 发 生 ， 此 时 
r-—l 
当地 震 数 目 N 小 于 间隔 数 自 x 时， 此 时 ， 只 能 有 N 个 时 间 盒 子 包 含 
有 地 震 ， 是 非 空 盒子 ， 于 是 


x=N/n 
因此 均匀 分 布 的 x(t) 可 以 写成 
sod" 如 果 et / NOR n>N) 
1 如 果 tt, / NCBI n< ND 


如 果 地 震 的 时 间 分 布 是 分 形 的 ， 则 当 我 们 用 长 度 为 上 的 盒子 去 
mM RAT, SAP RMA ?成 比例 ， 于 是 


r~ P /no wp (8. 4) 
0 


式 中 的 D 是 个 常数 ， 是 分 形 分 布 的 分 维 。 实 际 情况 是 不 是 像 式 (8. 4) 
所 表示 的 那样 呢 ? 图 8.6 给 出 根据 1971~ 1990 年 发 生 在 中 国 华北 地 
区 4 级 以 上 地 震 的 分 析 结 果 。 图 的 横 坐 标 上 是 数 盒子 时 的 时 间 盒 子 时 
的 时 间 盒子 的 大 小 (以 分 钟 计 )， 纵 坐标 是 在 用 大 小 为 上 的 盒子 进行 
测量 时 ， 有 地 震 的 盒子 数 占 总 盒子 数 的 比例 ra). K 8.6 中 还 给 出 
了 地 震 发 生 分 别 符合 Poisson 分 布 和 均匀 分 布 的 结果 。 我 们 从 图 8. 6 
中 可 以 看 到 ， 当 时 间 间 隔 上 在 10^ —10* 之 间 取 值 时 ，lgz(b 与 lgt 之 
间 存 在 着 线性 关系 ， 由 其 斜率 可 以 求 出 分 维 D 的 值 是 : Ps0. 28. 
图 8.6 表明 ， 实 际 地 震 的 时 间 分 布 ， 既 不 符合 均匀 分 布 ， 又 与 泊 松 
分 布 有 很 大 的 差异 ， 它 在 一 定 范围 内 表现 出 分 形 行为 。 但 是 ， 描 述 
地 震 丛 集 的 无 标 度 区 较 窗 ， 不 到 三 个 数量 级 。 而 且 无 标 度 区 主要 集 
中 在 自然 周期 r 的 附近 ， 这 就 是 说 ， 地 震 只 在 自然 周期 附近 较 窗 的 
范围 内 显示 出 分 形 行为 。 

这 种 现象 的 原因 ， 是 由 于 我 们 把 所 有 的 地 震 事件 都 看 成 时 间 轴 
上 的 一 个 “数学 点 ”， 而 不 对 地 震 事件 的 大 小 (点 的 “质量 ”加 以 区 
分 ， 这 种 统计 分 析 的 结果 ， 主 要 反映 了 数量 众多 的 小 地 震 的 特性 ， 
掩盖 了 大 地 震 时 间 分 布 的 特征 。 因 为 大 地 震 数目 比较 少 ， 发 生 的 时 
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O 原始 资料 
日 均匀 分 布 
€ Poisson 分 布 


(N=1465) 


ig ¢/ min 


图 8.6 1971— 1990 年 间 华 北 1465 次 4 级 以 上 地 震 时 间 分 布 的 分 形 分 析 结 果 
空心 方 格 表示 均匀 分 布 的 结果 ; 实心 萎 形 表示 泊 松 分 布 的 结果 ; 圆圈 代表 由 世纪 资 
料 得 到 的 分 形 分 布 的 结果 。 在 10^ ~10'* 分 钟 的 范围 内 ， 地 震 的 时 间 从 集 是 分 形 的 ， 
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间 间 隔 很 长 。 为 此 ， 陈 显 等 1997) 发 展 了 对 地 震 时 间 分 布 的 物理 分 
形 分 析 方 法 。 

我 们 用 一 组 震级 筛子 ， 把 一 群 地 震 分 成 若干 子 集合 ， 每 个 子 集 
合 对 应 “质量 ”相近 的 一 群 地震 ， 例 如 ， 设 计 不 同 筛 孔 大 小 的 震级 
筛子 ， 把 一 个 地 区 的 地 震 分 成 [za m), [ms m), +, Cm,» 
mon+1) 等 若干 子 集合 (图 8. 5) 。 图 8.7 和 表 8.2 给 出 了 当 震 级 得 子 的 
大 小 每 次 递增 0. 5 级 时 ， 华 北 地 区 地 震 各 子 集合 的 分 维 D 和 无 标 度 
区 的 范围 。 由 图 8. 7 和 表 8.2 可 以 看 出 : 不 同 震 级 范围 的 子 集合 都 
存在 着 分 形 关系 ， 而 且 分 维 DD 都 为 0.3 左右 ， 有 着 近似 相同 的 取 值 ， 
这 从 时 间 从 和 集 角 度 揭示 了 地 震 活动 中 的 相似 性 和 层次 结构 。 

值得 指出 的 是 ， 各 震级 子 集 的 无 标 度 区 的 范围 是 不 同 的 。 不 同 
震级 范围 内 子 集 的 地 震 自然 周期 + 随 着 震级 增加 而 增 大 ( 见 图 中 的 小 
空心 圆 图 )， 而 无 标 度 区 是 以 自然 周期 + 为 中 心 的 一 个 时 间 范 围 ， 对 
于 每 一 子 集 ， 无 标 度 区 相对 较 罕 ， 约 在 1 一 2 个 数量 级 左右 。 但 对 所 
有 的 子 集 逐一 层次 地 分 析 ， 发 现 整个 地 震 目 录 在 宽 达 4 个 数量 级 的 
时 间 范 围 内 存在 着 时 间 分 形 。 

+ 178 > 


lg t 
we 
oo 


2.89 


图 8.7 华北 地 区 地 震 各 子 集 合 的 分 维 D 和 无 标 度 区 
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对 于 华北 地 区 1971-1990 年 间 的 地 震 ， 按 震级 大 小 将 其 分 为 (1.5，2. 0]， 
(2.0, 2.5], (2.5, 3.0], (3.0, 3.5], (3.5, 4.0], (4.0, 4.5], (4.5, 
5,.0] 和 (5.0，,5.5]8 个 子 集 。 图 中 给 出 了 这 8 个 子 集 分 别 由 数 盒 子 法 得 到 的 


分 维 值 D 和 无 标 度 区 的 范围 


表 8.2 华北 地 区 8 个 不 同 震级 范围 的 地 震 子 集 的 D 和 无 标 度 区 间 
无 标 度 区 范围 ”自然 周期 


震级 范围 地 震 数 目 
1.5~2.0 12914 
2.0—2. 5 10159 
2.5—3.0 5184 
3.0—3. 5 2596 
3.5—4.0 761 
4. 0—4. 5 942 
4. 57-5. 0 363 
5.0—5. 5 111 


ik. 根据 华北 地 震 目 录 : 1971-1990, 
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一 个 地 震 可 以 用 多 个 参数 来 描述 : 震源 的 空间 坐标 ， 发 震 时 间 ， 
地 震 的 震级 等 等 ， 上 面 用 来 分 析 地 震 时 间 分 布 所 用 的 物理 分 形 方法 ， 
同样 也 适用 于 其 他 地 震 参 数 的 分 析 。 


8.4 分 维 随 时 间 、 空 间 的 变化 


如 果 资 料 数目 足够 多 ， 运 用 合理 的 统计 方法 可 以 比较 精确 地 确 
定 分 维 D， 那 么 ， 我 们 就 可 以 在 此 基础 上 研究 分 维 随时 间 和 空间 的 
变化 。 

在 分 维 随时 间 的 变化 方面 ， 最 有 代表 性 的 例子 是 利用 分 维 随 时 
间 的 减少 来 预测 岩石 的 破坏 。 有 人 把 这 种 分 维 随时 间 减 小 的 过 程 称 
之 为 “岩石 破坏 过 程 的 降 维 ”现象 。 

一 张 纸 被 撕 裂 后 ， 形 成 一 条 撕 裂 线 ; 一 块 岩石 破坏 后 ， 形 成 一 个 
破裂 面 。 物 体 的 破坏 具有 这 种 降 维 的 特点 : 二 维 体 的 破坏 形成 一 维 的 
BRA; 三维 体 的 破坏 形成 二 维 的 破裂 面 。 换 句 话 说 ,nn 维 物 体 破坏 
后 会 形成 "一 1 维 的 破坏 面 。 破 裂 总 是 发 生 在 物体 的 有 限 体积 之 中 。 这 
些 都 是 破裂 后 的 结果 ， 那 么 破裂 之 前 的 破坏 过 程 是 否 是 一 个 分 维 逐 渐 
降低 的 过 程 呢 ? 这 种 降 维特 点 能 不 能 用 于 岩石 破裂 的 预测 呢 ? 

煤矿 中 每 天 都 发 生 许多 小 的 岩 爆 和 声 发 射 ， 它 们 发 生 的 位 置 可 
以 精确 地 通过 仪器 测定 出 来 。 运 用 分 形 几何 的 数 盒子 方法 ， 可 以 求 
出 每 一 天 这 些小 型 岩石 破裂 和 声 发 射 组 成 的 集合 的 空间 分 维 。 图 8. 8 
是 美国 Galena 煤矿 的 例子 (Leightor，1982) 。 该 图 给 出 了 在 大 型 岩 
爆 前 4 天 记录 分 析 得 到 的 分 维 的 变化 ， 从 图 中 可 以 看 到 ， 从 涯 爆发 
生前 3 天， 每 天 记录 的 分 维 不 断 地 减 小 ， 分 维 减 小 这 种 降 维 特点 正 
是 大 型 岩 爆 发 生 的 预兆 (图 8. 8)。 

当 我 们 研究 地 震 和 矿井 中 的 声 发 射 这 类 问题 时 ， 一 方面 可 以 从 
地 震 ( 或 声 发 射 ) 的 震级 - 频 度 关系 ( 见 本 章 第 8.1 节 ) 求 出 6 值 来 ; A 
一 方面 可 以 从 地 震 ( 或 声 发 射 ) 的 空间 分 布 ， 按 分 形 几 何 的 数 盒子 方 
法 求 出 其 分 维 DD 来 。 本 章 第 1 节 证 明了 ， 在 一 定 假 定 下 ， 可 以 理论 
上 推出 
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D=26 (8. 5) 
因此 ， 对 于 降 维 过 程 既 可 以 通过 测定 D 值 ， 也 可 以 通过 求解 5 
值 来 进行 研究 (Hirata，1989)。Sato 等 (1986 ) 发 现 水 力 开 采 引 起 的 
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Al 8.8 降 维 现象 实例 
1979 年 5 月 24 H, TEX E Calena 煤矿 发 生 的 一 次 巨大 的 岩 爆 (矿井 塌陷 ) 前 的 降 维 
现象 。(a) 岩 爆 之 前 ， 即 从 5 月 20 日 至 5 月 24 日 煤矿 中 发 生 的 微小 震动 的 位 置 和 
每 天 记录 到 的 微小 震动 的 频 度 ;(b) 由 每 天 微小 震动 空间 分 布 求 出 的 (空间 ?分 维 数 
随时 间 的 变化 
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微 地 震 活 动 也 满足 G-R 关系 ， 他 们 测量 了 日 本 砂 川 煤矿 的 8 值 和 微 
地 震 事件 ( 表 8. 3)。 由 方程 (8. 5) 计 算 的 分 维 值 也 列 在 表 8.3 中 。 地 
震 能 量 释 放 随 分 形 维 数 的 变化 趋势 显示 在 图 8.9 中 ,可 以 看 到 ， 能 
量 释 放 随 分 形 维 数 (5) 值 的 减 小 按 指 数 律 增加 ， 即 分 维 D 与 能 量 释放 
量 巨 的 关系 可 以 表示 为 

D-—C,expL — C, E] (8. 6) 

表 8.3 日 本 砂 川 煤矿 所 探测 到 的 5 值 、 分 维和 微 地 震 
事件 (Sato,， etal. , 1986) 


事件 数目 地 震 能 /kJ 地震 能 释放 率 / b 5} 4 D 
(J/m’) 
51 94.8 50.2 0. 96 1. 92 
73 209. 7 60. 6 0. 67 1.34 
123 10.7 6.1 1. 50 3.00 
211 31.3 5.6 1. 39 2. 78 
34 52.4 57.8 0. 83 1. 66 
94 86.9 18.0 1. 01 2.02 
46 71.2 20.3 1. 39 2.78 


El) m? 


8.9 地 震 能 量 释 放 与 分 形 维 数 的 相关 曲线 
(实验 测定 结果 ，Sato et al. , 1986) 
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方程 (8. 6) 从 分 形 和 物理 机 理 上 做 出 了 大 地 震 震 前 出 现 65 值 减 小 ( 降 
维 ) 现 象 的 理论 解释 。 一 个 低 的 5 值 (分 维 值 ) 的 出 现 ， 意 味 着 岩 体内 
将 形成 一 个 大 的 断裂 表面 或 断裂 体积 ， 这 对 应 于 一 次 岩 体 失 稳 事件 
的 发 生 。 因 此 在 地 震 预 报 中 ,许多 人 通过 大 震 前 5 值 减 小 来 研究 降 
维 现象 ， 进 而 探讨 地 震 预 报 的 可 能 性 。 

在 用 地 震 空 间 位 置 分 布 求 分 维 D 的 方面 ， 许 多 人 都 进行 过 研究 
(Robertson et al. , 1995; Volant etal. , 1994), Robertson 等 人 仔细 
地 分 析 了 美国 帕克 菲尔德 (Parkfield) 等 三 个 地 区 地 震 震 源 位 置 的 空 
间 三 维 分 布 ， 他 和 们 求 出 的 D 委 2.0 的 结果 ， 与 地 震 学 中 多 数 情况 得 
到 的 5 «1.0 的 结果 是 符合 得 很 好 的 。 而 且 Robertson 等 讨论 了 为 什 
么 在 三 维 岩 石 体 中 ， 一 群 地 震 空 间 分 布 的 分 维 D 却 小 于 等 于 2 的 问 
题 ， 他 们 提出 地 震 发 生 在 三 维 空间 中 岩石 块 状 结构 的 联结 部 分 ， 也 
就 是 发 生 在 断裂 网 络 上 ， 这 样 就 将 地 震 学 的 观测 与 地 壳 构 造形 态 联 
系 了 起 来 。 

在 分 维 随 空间 变化 方面 ， 遇 到 的 最 大 问题 是 分 维 D 的 确定 精度 
问题 。 我 们 研究 的 一 群 地 震 所 在 的 空间 范围 必须 足够 大 ， 必 须 保证 
统计 时 有 足够 的 地 震 数 ， 以 便 得 到 合理 的 统计 结果 ; 男 一 方面 ， 所 
研究 的 空间 范围 又 必须 足够 小 ， 以 便 保 证 所 得 结果 有 足够 的 空间 分 
WR, 目前， 由 于 地 震 的 仪器 观测 时 间 不 长 (只 有 30 余年 )， 地 震 数 
目 不 够 多 ， 因 此 ， 难 于 兼顾 上 述 两 个 方面 的 要 求 ， 在 分 维 随 空 间 变 
化 方面 的 研究 结果 还 不 多 。 可 以 相信 ， 随 着 观测 技术 的 进步 和 观测 
资料 的 积累 ， 这 方面 的 研究 将 会 有 大 的 进展 。 
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第 九 章 ”小 波 理论 及 其 在 分 形 
研究 中 的 应 用 


在 自然 界 中 ， 类 似 于 Cantor 集合 、Koch 曲线 这 样 简单 而 在 数 
学 上 严格 自 相 似 的 分 形体 几乎 是 不 存在 的 ， 广泛 存 在 的 是 不 能 只 用 
一 个 分 维 数 来 描述 的 复杂 而 不 均匀 的 分 形体 。 第 六 章 所 介绍 的 多 重 
分 形 就 是 其 中 的 典型 例子 。 广 义 分 维 D, 和 多 标 度 连续 谱 f Co) HE 
描述 了 多 重 分 形 中 的 不 同 层次 分 形 行 为 的 统计 特征 ， 因 而 成 为 研究 
复杂 分 形体 内 部 精细 结构 的 有 效 数学 工具 。 但 值得 指出 的 是 ， 它 们 
与 信号 分 析 中 的 Fourier 变换 具有 类 似 的 缺点 ， 即 无 法 提供 有 关 不 同 
层次 分 形 特征 在 空间 (或 时 间 ) 分 布 的 任何 信息 。 数 学 理论 的 发 展 ， 
特别 是 在 局 域 化 思想 基础 上 发 展 起 来 的 小 波 理论 (wavelet theory), 
为 这 类 问题 的 解决 提供 了 可 能 。 

小 波 理论 的 提出 ， 可 以 追溯 到 1910 年 Haar 提出 的 小 “ 波 ” 规 
范 正 交 基 及 1938 年 Littlewood-Paley 对 Fourier 级 数 建立 的 L-P 理 
论 ， 即 按 二 进 制 频率 成 分 分 组 Fourier 变换 的 相位 变化 本 质 上 不 影响 
函数 的 形状 及 大 小 。 而 小 波 概念 的 首次 提出 则 来 自 于 法 国 一 位 从 事 
石油 信号 处 理 的 工程 师 Morlet。1984 年 Morlet 在 分 析 地 震波 的 局 部 
性 质 时 ， 发 现 传统 的 Fourier 变换 难以 达到 要 求 ， 因 而 在 地 震波 信号 
分 析 中 引入 了 小 波 变 换 的 概念 ， 并 通过 物理 的 直观 和 信号 处 理 的 实 
际 需要 经 验 性 地 建立 了 反 演 公式 ， 但 在 当时 未 能 得 到 数学 家 的 认可 。 
直到 1986 年 ， 著 名 数学 家 Meyer 偶然 地 构造 出 一 个 真正 的 小 波 基 ， 
并 与 另 一 位 数学 家 Mallat 合作 建立 了 构造 小 波 基 的 统一 方法 一 一 多 
尺度 分 析 之 后 ， 小 波 理 论 才 开 始 莲 勃发 展 起 来 。1992 年 比利时 女 数 
学 家 Daubechies 撰写 了 《小 波 十 讲 (Ten Lectures on Wavelets)》， 对 
小 波 理 论 的 普及 和 应 用 起 了 重要 的 推动 作用 。 此 后 ， 随 着 数学 基础 
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的 完善 ， 小 波 理 论 在 信号 分 析 、 语 音 合 成 、 图 像 识别 、 计 算 机 视觉 、 
数据 压缩 、CT 成 像 、 地 震 勘 探 、 大 气 与 海洋 波 的 分 析 、 分 形 生长 、 
流体 淇 流 以 及 天 体力 学 等 方面 都 取得 了 具有 科学 意义 和 应 用 价值 的 
重要 成 果 。 本 章 将 对 小 波 理论 的 基本 概念 、 数 学 基础 ， 及 其 在 分 形 
研究 中 的 应 用 作 简 单 介绍 。 


9.1 构造 - 谱 域 双 域 信号 分 析 


信和 号 分 析 的 主要 目的 是 寻找 一 组 基本 函数 对 信号 进行 分 解 和 重 
构 ， 以 准确 提取 信号 中 所 包含 的 重要 信息 。 一 个 信号 f(x) 既 可 以 用 
其 Fourier 谱 展 开 : 


f(z) = L[ roe ‘tr de 
n= T e 


Fe) = [^ foeda (9. D 
也 可 以 表示 为 
f(x) = | fana — x)dz' (9. 2) 


其 中 之 既 可 以 代表 时 间 坐 标 ， 也 可 以 代表 空间 坐标 ， 我 们 称 之 为 构 
造 域 变 量 。 相 应 地 ， 与 时 间 对 应 的 变量 为 频率 ， 与 空间 对 应 的 8 为 
波 数 ， 称 为 谱 域 变量 。 式 (9. 1) 表 明 ，Fourier 变换 采用 具有 精确 谱 
域 定位 和 无 限 构 造 空间 展 布 的 基本 函数 (e**， 图 9. 1(a)) 对 信号 进行 


Wm ma | . 


图 9.1 单 域 信号 及 其 谱 分 布 
(a) e**( 实 部 ) 及 其 谱 分 布 ; (b) 56Cx) 及 其 谱 分 布 


分 解 和 重 构 ， 而 式 (9.2) 则 相反 ， 表 示 了 具有 高 度 空间 局 域 分 布 但 毫 
无 谱 域 定位 性 的 基本 函数 (3(z)， 图 9. 1(b)) 的 信和 号 构成 。 在 小 波 理 
论 建立 之 前 ，Fourier 分 析 是 刻画 函数 特征 、 求 解 微分 方程 、 进 行 数 
值 计算 的 主要 方法 和 有 效 的 数学 工具 ;而 式 (9. 2) 的 表示 方法 则 在 诸 
如 与 波动 方程 有 关 的 研究 中 有 重要 应 用 。 

显然 ， 上 述 两 种 方法 均 属于 单 域 信号 表示 方法 。 以 前 者 为 例 。 
由 于 e*':* 的 幅 值 在 任何 情况 下 均 为 1， 因 此 ， 谱 FC(&) 在 任 一 处 的 
值 是 由 信号 f(x) 在 整个 构造 域 上 的 贡献 决定 的 ; 反之 ，f(z) 在 某 一 
x 处 的 状态 也 取决 于 FC(&) 在 整个 谱 域 的 特征 。f (zx) 和 FC(6) 彼 此 是 整 
体 刻 画 ， 不 能 反映 各 自 的 局 域 性 质 。 图 9.2 给 出 了 一 个 典型 例子 。 
图 9. 2(a) 、(b) 分 别 显 示 了 在 构造 域 完 全 不 同 的 两 个 信号 ， 但 两 者 却 
具有 相同 的 谱 域 特征 (图 9. 2(c)) BEB Fourier 分 析 方 法 无 法 将 这 两 
个 信号 在 谱 域 区 分 开 来 。 
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图 9.2 两 个 信号 A OM 6ocORESUIEIFOLUÜPmqiu EO!" 


自然 界 和 人 类 社会 中 充满 了 随时 空 变化 的 非 平稳 信号 ， 如 旋律 
时 快 时 慢 ， 声 音 时 高 时 低 的 音乐 ,高低 错落 的 地 表 起 伏 变化 ， 复 杂 
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而 有 序 的 地 震波 ， 色 彩 斑 驶 的 画面 等 等 。 人 们 往往 关心 的 是 这 些 信 
号 在 不 同 的 局 部 时 间或 空间 内 的 谱 域 特征 。 寻 求 能 够 同时 兼顾 时 间 
或 空间 域 与 频率 或 波 数 域 特征 的 信号 表示 方法 是 与 信号 分 析 处 理 相 
关 的 各 个 领域 所 共同 追求 的 目标 。 信 号 的 一 个 适当 的 表示 应 能 结合 
信号 构造 (时 间或 空间 ) 与 谱 ( 频 率 或 波 数 ) 双 域 这 两 种 互补 描述 的 优 
点 。Wigner-Ville 分 布 和 窗口 Fourier 变换 (WFT) 的 引入 即 为 这 一 思 
想 的 体现 。Wigner -Vile 分 布 代表 了 信号 在 双 域 中 的 能 量 密度 ， 对 
应 一 种 非 线性 二 次 型 变换 ， 与 小 波 变换 相去 甚 远 ， 在 本 章 中 将 不 再 
WR. WET 是 在 Fourier 变换 基础 上 发 展 的 一 种 双 域 信号 分 析 方 法 ， 
与 小 波 变换 有 很 多 相似 之 处 。 对 于 信号 f(x)， 其 WFT 是 通过 在 
Fourier 变换 中 采用 窗 函 数 的 平移 对 信号 做 局 域 化 处 理 来 实现 的 : 


Fiz, = [irf ga ect (9. 3) 


其 中 g(x) 为 以 z=0 为 中 心 的 平方 可 积 窗 函 数 ， 即 eel, 
xz, 分别 表示 局 部 构造 参数 和 局 部 谱 参 数 。 以 x,，& 组 成 的 局 部 构造 - 
谱 空 间 称 为 相 空间 。FCzx, DRAS fH WET 系数 或 相 空 间 谱 。 
WET 的 变换 模式 可 由 图 9. 3(a) 形 象 地 表达 出 来 。 随 着 x 位 置 的 变化 ， 
函数 g 所 确定 的 窗口 在 z 轴 上 移动 ， 使 信号 f(x) 逐 段 参 与 分 析 。 相 空 
mis Fa, 大 致 反映 了 f(x) 在 位置 处 具有 &E 谱 成 分 的 相对 含量 。 
窗口 Fourier 反 变 换 ( 重 构 ) 可 表示 为 


1 » » 一 x _ m 1 二 工 
fi) = six |fagaer (a, Dgir— e (9. 4) 
这 里 S 是 窗口 的 元” su. 
g= Iwl? = | | wa) [Pde (9. 5) 


加 窗 的 Fourier 调谐 函数 g,,, (xz) 一 g(x 一 xz)e*” 即 为 WET BS SEA R 
数 。 在 量子 理论 中 ,这 种 由 一 个 LOR) SR g 通过 对 相 空 间 
的 点 ( 工 ， 引 平移 而 生成 的 函数 族 {g,, (Xz))ieer 称 为 Weyl- Heisen- 
berg HERA. 
WET 的 构造 - 谱 域 局 域 化 特性 ( 相 空 间 分 辨 率 ) 取 决 于 所 选用 的 
AAK g GO RE Fourier 谱 G(6) 的 特征 ， 通 常用 g GO AGO HER AE 
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差 Og. OG 的 乘积 (又 称 为 分 辨 基 元 ) 来 描述 。 Og、 oc 定义 如 下 : 
az 一 | ga) dz 
foo (9. 6) 
&- i| eoa 
Heisenberg 测 不 准 原理 给 出 了 构造 域 和 谱 域 同时 达到 的 最 高 分 辩 率 ， 即 
ae em (9. 7) 


XO. DPR “=” HX Gauss 窗 函 数 满足 。 因 此 Gauss 窗 函 数 在 
Heisenberg 测 不 准 原理 意义 下 具有 构造 - 谱 域 双 域 的 最 优 局 域 性 特 
征 。Gabor 于 1946 年 首次 提出 离散 形式 的 WFT 方法 时 ， 选 用 的 就 
是 Gauss 窗 函 数 ， 相 应 的 WET 也 因 Gabor 而 被 称 为 Gabor 变换 。 
ARAH EE, o Moo 以 及 WET 的 相 空间 分 辩 基 元 就 随 之 确定 。 
由 于 WET 在 构造 域 和 谱 域 的 窗 函 数 是 固定 不 变 的 ， 因 此 其 分 辩 基 元 
也 处 处 相等 ， 如 图 9. 3(a) 所 示 。 

前 面 已 经 指出 ， 单 域 的 Fourier 分 析 不 能 对 非 平稳 的 时 空 信号 进 
FRR., BA WFT 已 经 通过 窗 函 数 的 平移 实现 了 信号 的 相 空 间 
双 域 表示 ， 在 一 定 程度 上 反映 了 信号 的 局 部 谱 域 特征 ， 但 缺乏 自 适 


> ~ cR 
Hy] 


In 


(b) 


图 9.3 窗口 Fourier 变换 (WFT) 与 小 波 变换 (WT) 的 对 比 
x, 上 分 别 表 示 构 造 和 谐 域 参 数 。WFT 采用 长 度 固定 的 窗口 ， 而 WT 采用 长 度 
变化 的 窗口 来 分 析 信 号 。 因 而 前 者 在 爸 造 - 谱 双 域 的 分 辨 率 处 处 相等 ， 后 者 在 
低频 时 具有 较 高 的 频谱 分 辩 率 ， 而 对 于 高 频 信 息 具有 较 精确 的 空间 定位 
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应 性 的 固定 窗口 使 该 方法 只 适合 于 分 析 特 征 尺 度 大 致 相同 的 信号 。 
当 分 析 多 尺度 信号 (如 分 形 信 号 ) 和 瞬 态 过 程 (宽带 信和 号) 时， 对 低频 
部 分 可 以 选用 较 宽 的 窗口 来 达到 较 高 的 频谱 分 辩 率 ， 而 高 频 信息 则 
需要 采用 较 小 的 窗口 来 提取 ， 以 保证 其 精确 的 空间 定位 (图 9. 3(b))。 
窗口 的 平移 和 自 适 应 伸缩 正 是 小 波 变 换 一 一 一 种 具有 更 高 自 适应 性 
的 双 域 信号 分 析 方 法 的 思想 出 发 点 。 


9.2 小 波及 小 波 变 换 


顾名思义 ，“ 小 波 CWavelet)” 就 是 小 的 波形 。 所 谓 “ 小 ”是 指 它 
具有 衰减 性 ， 如 局 部 非 零 ， 而 称 之 为 “ 波 ” 则 是 指 它 的 波动 性 ， 即 其 
振幅 呈 震 荡 形 式 。 因此， 一 个 小 波 函 数 亦 (z) 除 是 一 个 具有 有 限 能 量 的 
函数 ( 即 C ELCR)) 之 外 ， 还 必须 满足 下列 条 件 : 

CD 定义 域 是 紧 支 撑 (compact support) 的 ， 即 在 一 个 很 小 的 区 间 
之 外 ， 函 数 为 零 。 这 一 条 件 保 证 了 小 波 函 数 的 速 降 特 性 ， 以 便 获得 
构造 空间 的 局 域 化 ; 

(2) 平均 值 为 零 : “(x)dz 一 0， 即 小 波 函 数 具有 波动 性 。 其 
至 亚 (z) 的 高 阶 矩 也 应 为 零 ， 即 

[Landa —0,  k—0,-—,N-—1 (9. 8) 
IEE, PCO RRA N BIBRA). H Fourier HAA PCD FEE= 04k 
N RE. ^UE A R I AS E FR A S E e E LA ROE RE 
起 着 重要 作用 ( 见 9.6 355. 5A RRE T M E A VRH (ad- 


missibility condition) 


+e | (ey? | 
Ce = | fide <0 (9.9) 


-e | 


将 小 波 函 数 更 (z) 经 伸缩 和 平移 而 生成 的 函数 族 C 


22) 


4 
Youn) =F v(*— (9. 10) 


a 


作为 基本 函数 对 具有 有 限 能 量 的 信号 f(x) (f(x) € L GOD ETT AERE 
变换 ， 
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十 ee 
Was = fo Vas? = | FD), Cr) dr 


= [ro d (£—5)as (9. 11) 
称 为 小 波 变 换 (Wavelet Transform, WT), HP *" 0" AAR 
fj; “x” RARE. ELRNKRERP, OO) = Po (DRAB 
AEN RS REF R, Pae CAO BRAD SD NU BE BEN. HRS 
上 内 积 表示 两 个 函数 “相似 ”的 程度 ， 因 此 信和 号 f(z) 的 小 波 变 换 
Wla, DRET fo) EN BR 更 .Cz) 的 “相似 ”程度 。 小 波 变 
KPH o 是 定位 (平移 ) 参 数 ， 相 当 于 WFT 中 的 zx。 改变 5 值 ， 则 对 
应 于 对 构造 域 不 同 点 的 分 析 。 参 数 a 则 是 一 个 尺度 (伸缩 ) 因 子 ， 当 a 
增 大 时 (a I 1) ， 表 示 用 伸展 了 的 严 Cz) 波 形 去 观察 F(z) 的 大 尺度 特 
征 ; 反之 ， 当 < 减 小 时 ka 过 1)， 则 以 压缩 了 的 Y) KE E A 
f(z) 的 局 部 变化 (如 图 9. 4(a) 所 示 )。 以 a、5 为 参数 就 构成 了 尺度 - 


(a) Vx) 


(b) Ye) 


图 9.4 尺度 因子 对 生成 小 波 的 影响 及 Fourier 谱 的 变化 
尺度 因子 a 对 生成 的 小 波 函 数 的 影响 (a) 及 其 Fourier 变换 的 相应 变化 (b) 。 
当 小 波 伸展 时 ， 对 应 的 Fourier HET, RIK. a, >a, >a 
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局 部 位 置 的 相 空间 。 随 着 尺度 因子 a 的 从 大 到 小 (0 < a< 十 co) 和 
平移 参数 5 的 变化 ，W/(a, DAAT f(x) 在 向 空间 不 同 点 处 从 概 摇 
到 细节 的 全 部 信息 。 正 是 由 于 采用 了 尺度 因子 ， 小 波 变换 成 为 优 于 
Fourier 分 析 和 WET 的 “变焦 镜头 "， 它 既 可 用 作 “ 望 远 镜 "， 又 可 
用 作 “ 显 微 镜 *， 而 a 就 是 其 中 关键 的 “变焦 旋钮 "。 更 值得 注意 的 
Js a 不 仅 改变 了 小 波 构造 域 窗口 的 大 小 (x) 波形 宽度 )， 也 对 应 
于 小 波谱 域 窗口 的 相反 变化 (图 9.4(b)) 。 较 府 的 到 (2z) 波 形 对 应 于 
展 宽 的 Po OIEKIN, H RRR 和 .s(x) 波 形 则 对 应 于 高 度 
局 域 化 的 频谱 分 布 。 正 如 图 9. 3Cb) 所 示 ， 小 波 变 换 的 这 种 窗口 自 适 
应 变化 对 不 同 尺度 的 信号 特征 分 析 提 供 了 合理 有 效 的 构造- 谱 双 域 分 
辩 率 。 
图 9.5 给 出 了 小 波 函 数 IL Go Mas 变化 的 示意 图 。 经 过 全 
缩 和 平移 变换 ， 小 波 波形 仍然 保持 自 相 似 性 。 按 第 五 章 的 定义 ， 对 
小 波 母 函 数 的 伸缩 变换 显然 是 一 种 Hurst 指数 H — 1/2 的 自 仿 射 变 
换 。 显 然 ， 由 式 (9. 10) 定 义 的 小 波 函 数 族 给 出 了 与 WET 中 的 Weyl- 
Heisenberg HERA PAB Gr, CO) .sea 不 同 的 另 一 种 凝聚 态 ， 称 之 
为 仿 射 凝 聚 态 。 自 仿 射 伸缩 变换 使 下 式 对 所 有 尺度 均 成 立 
Iva (aco Pde [| wa [Pde 9,12) 
通常 选取 具有 单位 能 量 的 VC) HE be, [^ wool 
dz 二 1. HM, a, 6 不 同 取 值 的 小 波 函 数 委 (x) 也 具有 单位 能 量 。 


1 —T 


-20 -10 0 10 20 30 


图 9. 5 小 波 函 数 P, (DVERE 5i i BS ay b 的 变化 
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如 无 特殊 说 明 ， 本 章 下 面 介 绍 的 均 为 这 种 单位 能 量 小 波 函 数 。 
大 多 数 小 波 母 酒 数 无 解析 表达 式 。 图 9. 6 显示 了 三 种 在 在 解析 
表达 式 的 小 波 母 函数 的 构造 域 波 形 和 谱 域 特征 。 


15 1 1 
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图 9.6 三 个 小 波 母 函数 的 例子 
(a) Haar / E ; (b) Mexico Hat 小 波 ;(c) Morlet 小 波 


1. Haar 小 波 ( 图 9. 6(a)) 
数学 家 Haar 于 1910 提出 了 一 种 正 交 小 波 函 数 系 ， 它 的 小 波 母 


函数 表示 如 下 : 
1, 0 和 xz<(0. 5 
no- 0. 5xzr«1 


0, 其 他 
其 谱 域 表达 式 为 
vo LATET 
Haar 小 波 不 是 连续 可 微 函 数 ， 谱 域 的 局 域 性 也 较 差 ， 在 实际 信号 分 
析 中 很 少 采 用 。 但 它 的 结构 简单 ， 很 方便 用 来 说 明 问 题 ， 因 此 常用 
于 理论 研究 。 


2. Mexico Hat 小 波 ( 图 9. 6(b)) 


Mexico Hat 小 波 母 函数 是 Gauss 函数 的 二 阶 导数 ， 即 
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Vr) gr ace 
谱 域 表示 为 
_ 22 1/4 A2 .-@ 
YO) a Ee 
该 小 波 波形 因 与 墨西哥 草帽 放 面 轮廓 线 相 似 而 得 名 ， 在 视觉 信息 加 
工 和 边缘 检测 方面 应 用 较 多 ， 又 称 为 Marr 小 波 。 


3. Morlet 小 波 (图 9. 6(¢)) 


Morlet 小 波 是 最 常用 到 的 复 值 小 波 
Plr) =n eite, S5 
v 一 VIAUM4e G8) /2 
Morlet 小 波 在 构造 域 、 谱 域 都 具有 较 好 的 局 域 性 ， 是 地 球 物理 过 程 
和 流体 油 流 的 分 析 研 究 中 经 常 使 用 的 小 波 。 
对 于 任 一 信号 f(x) EL?CR)， 可 以 证 明 fT AR eR 
确 重 构 ( 证 明 从 略 ， 可 参考 Daubechies, 1992; 赵 松 年 ，1996)， 


dadh (9. 13) 


fo 一 a]. Jj. W,Ca, DW,,,Cx) 


其 中 Cy 由 式 (9.9) 定 义 。 与 其 他 积分 变换 一 样 ， 小 流 变 换 只 有 在 其 
逆 变 换 存在 的 条 件 下 才 有 实际 意义 。 因 此 可 知 小 波 母 函数 只 有 满足 
了 式 (9.9) 及 式 (9.11) 所 定义 的 小 波 变 换 时 才 有 意义 。 这 就 是 式 
(9. 9) 小波 容许 条 件 的 由 来 。 信 和 号 可 以 通过 小 波 道 变换 重 构 说 明 信 号 
的 小 波 变 换 没 有 损失 任何 信息 ， 而 且 变换 满足 下 面 的 能 量 关 系 


+ + dadb 
IL | fa) lie = | Jd. | W,(a, b) |? $298 (9.14) 


9.3 离散 小 波 变 换 


由 于 尺度 因子 a 和 平移 参数 5b 连续 取 值 所 对 应 的 小 波 基 本 函数 

炎 ,,s (zx) 之 间 不 是 线性 无 关 的 ， 因 而 相应 的 连续 小 波 变 换 具 有 高 度 元 

余 性 。 同 时 ， 连 续 小 波 变换 需要 大 量 计算 和 存储 空间 ， 对 于 二 维和 
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三 维 情况 实现 困难 。 这 些 性 质 使 连续 小 波 变换 主要 用 于 理论 分 析 方 
面 。 在 实际 应 用 中 需要 对 参数 a 和 8 进行 离散 化 处 理 ， 以 便 在 数值 
上 有 效 地 实现 小 波 变换 的 计算 和 分 析 。 

对 于 尺度 因子 a 的 离散 化 ， 通 常 选 取 a 一 必 ，7 一 0， 士 1， 士 2，…， 
其 中 a 是 大 于 1 的 固定 伸缩 步 长 。 而 平移 参数 的 离散 化 则 是 尺度 相 
FW, b—kajb,, R=0, £1, 2, =, b 70 且 与 小 波 母 函数 的 具体 形 
式 有 关 。 此 时 相应 的 小 波 函 数 为 

P a(r) =a, V(aj! (rz—kab))=a’ V Cay? x —kby), jr REZ 
调整 坐标 轴 使 kb. 为 整数 有 k， 于 是 离散 化 的 小 波 函 数 表示 为 

V.D a Fla ark), js REZ (9. 15) 

相应 于 连续 小 波 变换 定义 式 (9.11)， 信 和 号 f(x) 的 离散 小 波 变换 定 
义 为 

Wiis B= Fo Wad = ap^ fr) Caiz— dr (9.16) 


离散 小 波 变换 是 离散 的 尺度 因子 和 平移 参数 的 函数 ， 是 连续 小 波 变 
换 的 一 个 子 集 。 为 了 能 由 W,(j, 有 完全 重 构 原 信号 f(x)， 离 散 小 波 
BRAC G2 ,sez 必须 满足 下 述 条 件 : 

Alf x 2,10. wo ls BI fl oc AS BE 


(9. 17) 

DEAS PRAY, C23 ne FT TDR, A, BAAR ATER EF 
和 框架 上 界 。 而 信号 f(x) 可 表示 为 

FD = SM. vw, GO) (9.18) 


HY, OW a OMAR, CER MEE RAV ff 
伸缩 平移 拷贝 ， 且 CE GO) aez RE RT ADE. 

当 框 架 上 、 下 界 ASB 时 ， 相 应 的 小 波 框架 称 为 紧 框 架 ， 且 有 
VG) AV, GO. 而 在 A=B=1 的 紧 框架 条 件 下 ，{ 轨 (zjruez 
就 构成 一 组 正 交 小 波 基 。 在 实际 中 通常 采用 的 是 o= 2 的 二 进 离散 小 


波 ， 下 面 我 们 针对 二 进 小 波 介绍 正 交 小 波 变换 及 其 相关 的 理论 。 
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9.4 正 交 小 波 变换 和 多 尺度 分 析 


二 进 离散 小 波 可 表示 为 
V,ar)—27"7*(2"xr—k),j. REZ (9. 19) 
B Poo (o) — Wr), WAT vU d ee 30 B We), SERN T TEX 
具有 有 限 能 量 的 信号 f(x) fDEL (CR), 78 


+œ +œ 
fe) = SG Pa) Pa) (9. 20) 
了 一 一 ok 一 一 co 
Hw, (xX) 满足 
| C) Pry Go dr = 8.8 b s (9. 21) 
"m Nw yok x y yey! NU = . 
NN k k kyk 0, 其 他 


则 小 波 函 数 系 《至 sz)jrez 构 成 了 二 CR) 空间 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
相应 的 离散 小 波 变换 称 为 正 交 小 波 变换 ， 满 足 
X IWG, b) |? = IG Bad = F (9.22) 


pBACZ pkez 
对 比 式 (9. 20) 5j s C9. 180 RT Al, Pa Ca BOXES ZINC, Cac 即 为 
W, (ORE. 


根据 小 波 的 容许 条 件 | 更 (z)dz 一 0 可 知 业 (一 0) 一 | woo 


dz 二 0， 因 此 更 Cz) 以 及 更 xz) 在 谱 域 具有 带 通 特性 ， 相 当 于 中 心 频 
率 不 同 的 带 通 滤 波 器 。 正 如 前 面 已 经 指出 的 ， 小 波 变换 能 提供 复杂 
信号 在 不 同 尺 度 上 的 细节 。 但 P. (zx) 的 带 通 性 使 其 无 法 兼顾 信号 
“直流 ”分 量 (€ 二 0) 所 反映 的 恒定 不 变 的 轮廓 特征 。 事 实 上 ， 我 们 经 
常 遇 到 的 复杂 而 瞬 变 的 信号 都 可 以 看 作 是 慢 变 低频 部 分 和 瞬 变 高 频 
部 分 的 玲 加 (图 9.7)， 因 此 既 需 要 采用 不 同 中 心 频率 的 带 通 滤波 器 ， 
也 需要 采用 不 同 带宽 的 低 通 滤波 器 来 分 析 这 类 信和 号。 男 一 方面 ， 式 
(9. 20) 中 在 土 cc 区 间 的 双重 求 和 意味 着 在 所 有 尺度 上 对 信号 做 细 化 
处 理 ， 这 其 实 是 不 必要 的 。 用 尺度 (层次 ) 的 观点 分 析 各 种 信号 时 ， 
在 超过 某 一 特定 尺度 (如 j,。) 后 ， 细 部 特征 就 不 再 起 作用 。 因 此 可 以 
采用 不 同 的 带 通 滤 波 器 对 信号 jo 以 下 各 尺度 的 高 频 信息 进行 分 析 ， 
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- 低频 成 分 
mass ANAL. 
My... | 高 频 成 分 


图 9.7 复杂 信号 可 以 看 作 是 慢 变 低频 成 分 和 瞬 安 高 频 成 分 的 芥 加 
(原始 信号 为 Matlab 6.5 软件 包 中 的 一 个 例子 ) 


而 应 用 不 同 带 宽 的 低 通 滤 波 器 来 提取 j 尺度 以 上 的 低频 信息 。 类 似 
于 更 ez)， 定 义 oeCz) 为 具有 低 通 特性 的 基 函 数 

$a =2 e(27x—B, j, REZ (9. 23) 
Wij X C9. 20) 可 改写 为 


十 co h 十 ce 
ID= SG. e OG un Ot DDS VV, G) 


= P, f(x) + YQ fn) (9. 24) 


了 一 一 


式 中 ， 右 边 第 一 项 表示 被 分 析 的 信号 FCz) 的 尺度 为 2 “的 模糊 的 像 ; 
第 二 项 则 是 对 f(x) 所 作 的 不 同 尺 度 ( 从 2”“ 到 25") 的 细节 补充 。 
Mallat 于 1988 年 提出 的 多 尺度 分 析 (Multiresolution Analysis， 
MRA) 方 法 就 是 在 这 一 思想 基础 上 发 展 起 来 的 ， 并 且 利 用 极其 简单 
的 变换 建立 了 不 同 尺度 信号 分 析 的 内 在 联系 。MRA 的 定义 如 下 : 

称 满足 下 述 条 件 的 L^ CR) 函数 空间 中 的 一 系列 子 空间 {V,) ,ez 及 
一 个 函数 g(x) 为 一 个 正 交 多 尺度 分 析 ， 记 为 ({V,)jez, p(x))。 

OV,SV,-1，jE€2Z， 即 相应 于 某 个 尺度 的 子 空间 包含 了 大 于 该 
尺度 的 子 空间 的 全 部 信息 ; 

Q f(z) EV ƏS) EV, s WRA TE HEZ AH REEK 
28 Rs 

OAV, ={0}, UV,-L'QO. FHF limV,—0, lim VSL R), 
也 就 是 说 ， 无 穷 大 尺度 的 子 空间 毫 无 函数 信息 ， 而 随 着 尺度 的 减 小 ， 
子 空间 中 包含 的 信息 越 来 越 多 ， 最 终 收敛 于 原 函 数 。 


® pe) EVs, H {o(2—k) )ezdé Vo 的 标准 正 交 基 ， PK p(x) EÈ 
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此 多 尺度 分 析 的 尺度 函数 。 

由 以 上 条 件 他 、@ 可 知 ， 对 于 任 一 f(x)EVo。， 有 f(x/2)EV,， 
且 容 易 验 证 ， 式 (9. 23) 所 定义 的 函数 系 {g,,i CD Pez FR T. V, 的 一 组 
标准 正 交 基 。 记 W, Æ V, E Va AEZ a A, B 
V,., —V,CWW; , W, | V,. n HE 48 39] BS) FS [8] W, ),ez FF 90 RO 
足 : 

(QD 4m, n€ Z, mAnkt, AW, LW, 

Q V =V, DW, OW, a OW, QW, OW, s€ Z7 

4 sober, WV m Was e jme. BAL O W, 
Fk V, AREA? 的 尺度 空 B. W, 为 尺度 为 7 的 小 波 空 lal a V, 在 
V-: 的 细节 空间 。 

由 上 述 过 程 可 知 ， 由 {V,),ez 可 确定 {W,),ez。 可 以 证 明 ，W, 中 
的 函数 也 有 类 似 于 以 上 条 件 (2) 的 伸缩 变换 特点 ， 即 FOOD EW, e 
f(2x)EW,_1。 因 此 ， 只 要 找到 W, 的 标准 正 交 基 ， 就 可 确定 W, 的 
标准 正 交 基 。 在 MRA 中 ， 可 通过 一 定 的 关系 由 尺度 函数 p(x) 确 定 
一 个 小 波 函 数 亚 (x)， 其 平移 系 { 亚 (x 一 &))iez 构 成 W。 的 标准 正 交 
基 ， 而 相应 的 小 波 函 数 系 { 亚 ,,(x))iez 则 构成 W, 的 标准 正 交 基 。 这 
一 过 程 中 最 重要 的 关系 是 尺度 函数 oe) 和 小 波 函 数 更 (z) 所 满足 的 
双 尺 度 方程 ， 其 表述 如 下 (证 明 从 上 略 ): 

设 ({V,))ez，g(7z)) 是 CR) 的 一 个 多 尺度 分 析 ， 则 有 {h,)nez， 和 使 


(下 = 2/eG-m (9. 25) 
EO, ),ez 是 相应 FEDES E, E W(x) € Wo， DUERME cz， 使 
z \— — 
sv) 2,09 n) (9. 26) 
XQ. 25) 和 式 (9, 26) 即 为 双 尺度 方程 。 令 H (D = = Fah ee 


GO 一 SIR ， 则 双 尺 度 方程 的 谱 域 形式 为 


(26) = H(A) &() (9. 27) 
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PCES GE Ge) (9. 28) 
其 中 AOR g(x) 的 谱 函 数 。 当 小 波 函 数 (zx) 满足 式 (9. 26)、 式 (9. 28) 
Bp, FOE UG I Lez Tg Wo 的 标准 正 交 基 的 充 要 条 件 是 
HOG" (€)+H(E+n)G’ (et+rn)=0 (9. 29) 
IGO |? + IGtv) | —1 (9. 30) 
可 以 证 明 ， 当 取 
GE) =e" *H * HoR g, Hh, (—1)'", nEZ) (9.31) 
时 ， 式 (9. 20) ASK C9. 30) 辐 时 成 立 ， 而 与 GCO (或 {g,) ez) 对 应 的 下 (xz) 
I e ADDERE AR CE, GO ee BP RT OL? (R) 的 标准 正 交 基 。 
从 多 尺度 分 析 (C({(V, }) ,ez，p(Cz)) 求 得 L? CR) AY IE 2E /]N EY 2b UR 
概括 如 下 : 
C1) 由 pla) RRO. 25) 或 式 (9. 27) 确 定 {4,),ez 或 H CO ; 
(2) 由 式 (9. 31) 确 定 {g,),ez 或 G(8; 
(3) 由 式 (9. 26) 或 式 (9. 28) 确 定 VG, 
图 9. 8 显示 了 几 种 常用 的 尺度 函数 和 小 波 函 数 ， 以 及 各 自 的 谱 
域 特征 。 详 细 信 息 可 参考 Daubechies(1992) 。 
基于 如 此 构造 的 尺度 函数 系 {9,.: Ce) ez MD UE PR C 
(P al) ,ez 而 建立 的 函数 表示 式 (9. 24) 称 为 小 波多 尺度 (多 分 辨 ) ， 
其 中 


P, f(x) = 3177 9,4), a GO 一 Y s,G. kdg, a(z) — (9.32) 
为 函数 GO ER BOR j 的 尺度 空间 V, 的 近似 表示 ， 

QfG = à V, Wa 一 P» AW a(x) (9.33) 
则 给 出 尺度 为 了 G «x jo 的 小 波 空间 W, 的 小 波 扩展 。 由 于 jo 是 任 
意 的 ， 因 此 式 (9. 24) 又 可 写成 


f(x) = P, f(a) 十 Ze F(a) = P, f +Q, fw + Af 


= PLafGo S aro (9. 35) 


于 是 有 | 
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9.8 几 种 常用 的 尺度 画 数 和 小 波 函 数 


if) = 


P, 


P, s fla) + 


P, FQ, f(z) 


Q, a flat 
了 正 交 小 波 分 解 的 基本 结构 。 正 像 多 尺度 分 析 中 所 提 


(9. 36) 


Q, f(x) 


C9. 36) 刻 画 


BPS (xz) 包含 了 尺度 大 于 j 


个 


= 
A 


E V, 的 4 


到 的 信号 f(x) 在 任 一 尺度 空 
的 有 关 f(x) 特征 的 全 


需要 在 


TQS, FEHN f(x) 在 


更 小 的 尺度 j 一 1， 


。 对 于 下 一 


A 


fas 
H a 


f 


部 


,了 f(z) 基础 上 增加 小 波 空间 W, 中 的 细 


P 


间 W, 的 小 波 扩 展 


波 空 
同 分 辨 率 )j 与 ;一 1 的 差 


A. Alt, f(x) FE 


,一 1) 中 的 人 


相应 空间 CV 


,f(z) 刻 画 了 该 函数 在 两 个 不 同 尺 度 ( 不 
典型 的 例子 如 图 9.9 所 


Q 


JW o 


一 个 


别 
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其 中 Pf(2z) 为 函数 OERE 2 的 尺度 空间 V, HEWER, Q DOARA (OER 
度 为 了 的 小 波 空间 W, 的 小 波 扩展 (细节 )( 信 号 为 Matlab 6. 5 软件 包 中 的 一 个 例子 ) 


9.5 小 波 包 分 析 


上 一 节 介绍 的 基于 小 波 变换 的 MRA 本 质 是 将 尺度 空间 V, 进行 了 分 
解 ， 而 没有 对 小 波 空 间 W, 进行 进一步 的 分 解 ( 图 9. 10(a))。 这 种 做 法 的 
结果 是 提取 了 被 分 析 信 号 分 辩 率 随 尺 度 变化 的 特征 信息 大 尺度 时 
具有 较 低 的 构造 域 分 辩 率 而 较 高 的 谱 域 分 辩 率 ; 小 尺度 则 相反 ， 得 
到 了 信和 号 构造 域 的 精细 结构 ， 但 相对 模糊 的 谱 域 分 布 (图 9. 100b, 


e 200 * 


对 大 多 数 非 平稳 信号 而 言 ，MRA 是 符合 其 双 域 分 布 规律 的 ， 即 小 尺 
度 信号 通常 包含 许多 高 频 成 分 ， 对 应 较 大 的 频谱 窗口 ; 而 大 尺度 信 

通常 只 包含 低频 成 分 ， 分 布 在 较 窗 的 频谱 范围 内 。 但 在 某 些 情 况 
T. 如 信和 号 兼 有 平稳 和 非 平 稳 特 征 时 ， 同 样 需要 在 高 频 端 采用 较 小 
的 谱 域 窗口 ， 以 获取 更 精确 的 谱 域 定 位 。 这 可 以 通过 对 尺度 空间 V, 
和 小 波 空间 W, 同时 进行 分 解 的 小 波 包 分 析 来 完成 (图 9. 10 Co), 
(d))。 此 外 ， 在 小 波 包 基础 上 的 最 佳 基 分 解 进一步 提供 了 一 种 经 济 
有 效 的 信号 表示 方法 。 


(b) MRA XX A} di 


x 


(a) MRA 空 问 分 解 (d) “UK Gh URE I} EE 


U, 
UP) | un T 
UP (05) ^, > 
D) U W| Ui Uy U; 7 
Us es [u?|u?]u? | v? CAA ra Lm. Ur UP 


(c) emm 分 解 


图 9. 10 小 波 包 分 解 与 MRA 的 对 比 


对 满足 双 尺 度 方程 式 (9. 25) 和 式 (9. 26) 的 尺度 函数 g(x) 和 小波 
函数 亚 (z) 采 用 另 一 种 符号 : us (z) 一 pCz)，m(z) 一 下 (zz)， 而 双 尺 
度 方程 变 成 


uo Cr) = V2 2 hpr n) (9. 37) 

u(x) = V2 gap x — n) (9. 38) 
则 称 由 公式 7 

uz Cx) = 22 hau m (9. 39) 

un (2) = V2 2 guns =n) (9. 40) 


所 定义 的 函数 集合 I Um C2) } m= =0,1,2, 8 Bi uo Cx) = g(x) 确定 的 小 波 
包 。 对 多 尺度 分 析 中 尺度 空间 V, 和 小 波 空间 W, 的 定义 加 以 推广 ， 
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可 将 L^ CR) eg 3 2s [8] 53 8E 7 — PR PUT 2S HL (UT), ners HO U? 是 由 
函数 系 (unu G0 —2 7 uv. (27x —R)hez 的 线性 组 合生 成 的 ， 即 
Gra. GO ez FIR Ur WEEE. BRA U,—V,, U -W,H 
U; =U PDUs  j€Z (9. 41) 
图 9. 10(c) 为 这 种 空间 分 解 的 结构 图 。 与 图 9. 10(a) 的 正 交 小 波多 尺 
度 分 解 类 似 ， 每 一 层 的 各 子 空间 是 相互 正 交 的 ， 分 别 代 表 不 同 的 频 
谱 区 间 。 下 一 层 各 子 空间 的 频谱 带宽 分 别 为 上 一 层 相应 子 空间 频谱 
带宽 的 一 半 。 不 同 之 处 在 于 ， 小 波 包 分 解 将 高 频 子 空间 和 低频 子 空 
间 同 时 分 解 ， 因 而 可 以 达到 对 高 频谱 域 局 域 化 的 目的 。 图 9. 10(d) 所 
显示 的 构造 - 谱 双 域 分 辩 率 对 此 给 出 了 很 好 的 说 明 。 
小 波 函 数 集合 Cua (2) ) ,wnez 被 称 为 L*(R) 空 间 的 小 波 库 ， 而 称 
从 小 波 库 中 抽取 的 能 组 成 L^ (R) 的 一 组 标准 正 交 基 为 一 个 小 波 包 基 。 
对 于 固定 的 jo (ul) Jemez 构成 L*(R) 的 一 个 正 交 小 波 包 
基 ， 它 对 应 的 L? (R) 分 解 为 L'OO -UQUIQ--QU? |, Bx 


J=0 


图 9.11 Haar 小 波 包 
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有 类 似 于 WET 的 性 质 。 当 w(xz) 为 Haar 小 波 的 尺度 函数 时 ，7 一 0， 
1, 2, 3 的 与 图 9. 10 CO 对 应 的 Haar 小 波 包 基 函数 显示 于 图 9.11 
中 。 小 波 包 基 还 可 以 由 相互 正 交 的 具有 不 同 7 的 小 波 函 数 族 组 成 。 
图 9. 12 给 出 了 几 种 不 同 小 波 包 基 组 合 的 树 形 结构 。 显 然 ， 可 以 采用 
任何 一 个 小 波 包 基 来 分 解 或 表示 信和 号。 也 就 是 说 ， 信 和 号 的 小 波 包 分 
解 方式 不 惟一 ， 因 此 就 需要 从 众多 的 小 波 包 基 中 选 出 对 所 分 析 的 信 
号 最 合适 (最 佳 ) 的 基 。 在 小 波 包 分 析 中 ， 最 佳 基 是 以 信号 在 不 同 基 
下 能 量 的 集中 程度 作为 衡量 标准 来 选取 的 ， 直 观 来 说 ， 能 量 越 集中 ， 
表明 相应 的 基 越 适 于 分 析 该 信号 。 作 为 简单 的 例子 ， 图 9. 13 分 别 显 
示 了 采用 db8 小 波 包 分 解 对 一 个 地 震 信号 图 9. 13(b) 和 一 个 声音 信号 
(0,0) (0,0) 


(3,0) (3,1) (3,2)(3,3)(3,4)(3,5)(3.6)(3,7) 


(2,1) (2,2) (2,3) 


(3.0) (3,D (3.00 (3,1) (3,6) (3.7) 


图 9.12 ”以 树 形 结构 表 示 的 几 种 不 同 的 小 波 包 基 组 合 方式 
树 结构 中 的 节点 (1，m) 代 表 UT 空间 ， 每 一 最 底层 的 节点 组 合成 一 个 小 波 包 基 。 
(a) MRA 小 波 分 解 : 小 波 包 基 的 特例 ，(b) 具有 相同 尺度 (相同 力 的 小 波 包 基 ; 
(CO, 、(d) 为 介 于 (a) 、(b) 之 间 的 其 他 两 种 小 波 包 基 
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图 9.13 最 佳 小 波 基 树 形 分 布 以 及 小 波 包 分 解 系数 在 相 平 面 中 的 能 量 分 布 
(a) db8 尺度 函数 和 小 波 函 数 ; (b) 、(c) : 采用 db8 小 波 包 分 解 得 到 的 一 个 地 震 
信号 (b) 和 一 个 声音 信和 号 (c) 的 最 佳 小 波 基 树 形 分 布 以 及 小 波 包 分 解 系数 在 相 平 

面 中 的 能 量 分 布 
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图 9. 13(c) 采 用 shannon 4i (Entropy) 原则 得 到 的 最 佳 小 波 基 树 形 分 
布 以 及 小 波 包 分 解 系数 在 相 平面 中 的 能 量 分 布 。 这 里 对 最 佳 小 波 包 
基 的 选取 过 程 不 做 详细 说 明 ， 感 兴趣 的 读者 可 参考 Coifman and 
Wickerhauser(1992); Mallat(1998) 等 相关 文献 。 


9.6 小 波 分 析 在 分 形 研 究 中 的 应 用 


小 波 函 数 族 的 伸缩 平移 自 相似 性 使 得 小 波 分 析 方 法 成 为 研究 分 
形 现 象 的 一 个 非常 有 效 的 工具 。 从 简单 的 分 维 测量 到 复杂 的 多 标 度 
连续 谱 的 确定 都 可 以 在 小 波 变 换 的 理论 框架 下 得 以 完成 。 而 小 波 窗 
口 大 小 的 自 适应 性 ， 特 别 是 最 佳 小 波 包 基 分 解 的 应 用 ， 使 同时 获取 
复杂 分 形体 在 构造 - 谱 双 域 的 最 理想 分 辨 率 ， 得 到 其 内 部 精细 结构 的 
完整 描述 成 为 可 能 。 本 节 将 简要 介绍 采用 小 波 分 析 研 究 分 形 的 原理 ， 
并 通过 几 个 典型 例子 来 加 以 说 明 。 


1. 分 形 信 号 Hurst 指数 的 确定 


从 理论 上 可 以 证 明 ， 分 形 信号 的 小 波 变 换 具 有 自 相 似 性 。 例 如 ， 
对 于 一 个 自 仿 射 分 形 
f(ax) 7a f Cx) (9. 42) 
其 小 波 变换 Wa, DUE 
Wa, D= ^W, (1, 2) (9. 43) 


小 波 变 换 的 这 种 在 平移 和 伸缩 下 的 自 相似 性 还 意味 着 其 模 |Wy | SR 
KEE a, b 构成 的 相 空 间 中 的 位 置 和 取 值 也 是 自 相 似 的 。 以 5.1 节 
中 介绍 的 魔鬼 台阶 曲线 为 例 ， 图 9. 14 显示 了 该 曲线 的 小 波 变换 模 在 
相 空间 中 的 分 布 以 及 极 大 值 的 位 置 。 两 者 均 表现 出 与 曲线 类 似 的 自 
相似 性 。 因 此 可 以 通过 小 波 变 换 的 特征 分 析 来 研究 简单 分 形 信号 的 
分 形 特性 ， 确 定 其 分 维 。 

对 于 一 个 简单 分 形 信号 ， 一 个 常数 分 维 DD 就 足以 描述 其 分 形 特 
征 。 由 式 (5. 13) 可 知 ， 自 仿 射 FBM 的 分 维和 Hurst 指数 之 间 存 在 关 
A: D=2 一 人 让。 在 实际 研究 中 ， 经 常会 磁 到 分 维和 随时 间 ( 空 间 ) 变 
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图 9.14 魔鬼 台阶 曲线 的 小 波 变换 模 在 相 空 间 中 的 分 布 以 及 极 大 值 的 位 置 
(a) 魔鬼 台阶 曲线 ; Cb) 的 小 波 变换 模 在 相 空间 中 的 分 布 ;〈c) 极 大 值 的 位 置 ; 
(d) 所 采用 的 小 波 函 数 为 Gauss 函数 的 一 阶 导数 (修改 自 Mallat, 1998) 


化 的 时 间 序 列 或 空间 分 布 。 具 有 D(x) 二 2 一 H(z) 形 式 的 广义 FBM 
(GFBM) 通 常 被 应 用 于 这 类 问题 的 研究 中 ， 而 小 波 变换 的 双 域 局 域 
特性 对 于 确定 变化 的 昌 (x) 起 到 了 至 关 重 要 的 作用 。 同 FBM 类 似 ， 
GFBM 具有 以 下 两 个 性 质 : 
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E(B x)» =0 
DB, GO BG capte] 
其 中 HODORSEET [rs r] 上 的 分 形 特征 。 相 应 地 ，GFBM 的 小 
波 变换 满足 (Zhao et al. ，2004) 
ECIW, (a, x) |?) ator (9. 44) 
对 于 一 系列 的 尺度 a, 令 y,— (a) —lglWs, (a, 232|*. 6,=c(a,)= 
lga, ，/ 王 1，2，…，72， 则 基于 最 小 二 乘法 确定 的 Hurst 指数 为 


i SiG, aD y) 
Ĥ (e) = LL 1 (9. 45) 


2 > (c,— ce»! 
如 此 得 到 的 Hurst 指数 与 真实 值 符合 很 好 (修建 荣 ，2002)。 图 9.15 显示 
14000 


8000 


Date 


(b) 


Hurst Index 


Date 


图 9. 15 
(a) 股票 市 场 的 一 条 HSI 曲线 ; (b) 采用 db4 Nk BRB HA 
Hurst 指数 的 时 间 变 化 图 (摘自 Zhao etal. , 2004) 
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了 采用 上 述 小 波 变 换 方 法 对 股票 市 场 的 一 条 HSI 曲线 进行 Hurst 指数 估 
计 的 结果 。 随 时 间 变 化 的 Hurst 指数 很 好 地 反映 出 曲线 的 非 平稳 性 。 这 
种 基于 小 波 变 换 研究 Hurst 指数 时 变 特性 的 方法 可 以 进一步 用 于 不 同 非 
平稳 过 程 特征 分 析 和 相似 性 判别 中 (Zhao et al. ，2004)。 


2. 多 重 分 形 的 奇异 谱 (Singularity Spectrum) 


Hurst 指数 的 时 间 变 化 给 出 了 分 形体 在 构造 域 的 特征 描述 ， 而 
第 六 章 从 分 布 概率 的 角度 引 人 的 多 重 分 形 的 多 标 度 连续 谱 ( 即 奇异 
谱 ) 和 广义 分 维 的 概念 则 相当 于 从 谱 域 角度 分 析 分 形体 的 内 部 结构 。 
对 于 由 不 同 分 形 行为 的 子 集 益 加 而 成 的 具有 非 均 匀 分 维 分 布 的 复杂 
奇异 集合 ， 小 波 变换 不 仅 反 映 了 其 构造 域 的 局 部 变化 特性 ， 而 且 可 
以 用 于 直接 提取 其 整体 分 形 结构 的 谱 域 信息 。 
对 于 一 个 多 重 分 形 ， 其 小 波 变 换 存在 一 些 模 极 大 值 ， 旦 有 
IW la, D| 一 ac (9. 46) 
其 中 a WARG. 1) 定 义 的 局 部 奇异 指数 。 值 得 注意 的 是 ， 只 有 当 采 用 
的 小 波 函 数 具 有 N>a BNR RACE MALS. DRO. 46) 才 成 立 。 因 
此 ， 被 分 析 信和 号 的 奇异 度 越 大 ， 用 于 小 波 变换 的 小 波 函 数 就 而 要 具有 
越 高 阶 的 消失 抢 。 令 (b CO jez 为 尺度 a 所 对 应 的 |Wi(a,， DRAKE 
点 的 位 置 ， 类 似 于 式 (6. 2)， 这 些 极 大 值 点 的 个 数 满 足 
N. Ca) ~a f (9. 47) 
其 中 f(a) 即 为 多 重 分 形 的 奇异 谱 ， 表 示 具 有 奇异 度 a 的 子 集 的 分 形 
HE. Gg XLI BRA (partition function) S 


SQ, a) = >) | Wy Ca, b) |* ~ a? (9. 48) 
dct c. 3) 中 的 函数 2, Ce) ， 则 根据 式 (9. 46) 和 式 (9. 47)， 
S(q a) ~ fare da (9. 49) 
按照 同 式 (6. 5) 类 似 的 推导 过 程 ， 可 得 
r(q)=min(q(at1/2)— fla)) (9. 50) 


在 实际 计算 中 ， 指 数 函 数 rCq) 可 以 由 分 割 函 数值 计算 得 到 ， 通 常 需 
要 确定 的 是 奇异 谱 fi), BAER, SRB f (a) 为 凸 函 数 
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(HW Fg <0), 有 
f(a) =min(g(a+1/2)—~r(q)) (9.51) 

上 式 不 仅 适 用 于 奇异 谱 满 足 凸 函数 要 求 的 自 相 似 信 号 (Jaffard， 
1997), ， 而 且 对 大 多 数 多 重 分 形 都 成 立 (Mallat，1998)， 如 5.2 节 介 
绍 的 分 数 Brown 运动 。 需 要 指出 的 是 ， 当 f OD S Rh eR EHE. R 
(9. 51) 给 出 的 只 是 Fa) 的 上 限 ， 而 不 是 f (a) 本身 (Jaffard，1997)。 
另外， 上 述 式 (9. 46)、 式 (9.49) 以 及 式 (9.50) 与 6.2 节 中 的 相应 公 
式 非 常 相 似 ， 只 是 在 指数 上 多 了 1/2， 这 是 由 小 波 函 数 本 身 的 自 仿 射 
伸缩 变换 引入 的 。 

基于 小 波 变换 的 多 重 分 形 奇 异 谱 的 计算 步骤 归纳 如 下 : 

C1) 选取 适当 的 小 波 函 数 ， 计 算 小 波 变 换 WC(a,，5) 并 选 出 其 在 

一 尺度 的 模 极 大 值 点 ; 
(2) HACO. 48) 计 算 分 割 函 数 Sl, a); 
(3) 采用 线性 回归 计算 指数 函数 r): 
log; S(q, a)r(q@logatC(qg; 

(4) ARO. 51) 计 算 奇 异 谱 f(a)。 

图 9. 16 给 出 了 以 此 步 又 得 刘 的 多 重 分 形 奇异 谱 的 一 个 例子 。 被 
分 析 的 多 重 分 形 的 生成 过 程 与 魔鬼 台阶 曲线 类 似 ， 只 是 物质 在 
LO, 1/3 0[ 2/3, 1] 两 个 区 间 上 的 密度 不 同 ， 由 原来 的 3/2 分 别 变 为 
1/5 和 4/5， 而 进一步 收缩 的 子 区 间 密 度 也 相应 地 按 此 比例 改变 。 由 
此 得 到 的 密度 积分 曲线 如 图 9. 16(a) 所 示 。 采 用 与 图 9.14 相同 的 小 
波 函 数 进行 小 波 变换 ， 得 到 了 不 同 q 1H Xt IV log; SCq, a) ~logra 
关系 曲线 (图 9. 16(b)) 。 计 算得 到 的 r(g) 和 f(a) 分 别 显 示 于 图 9. 16 
(c)、(d) 中 。 可 以 看 到 ，f(《a) 与 理论 值 相当 符合 。 


3. 小 波 包 分 形 分 析 


前 面 两 部 分 均 是 采用 一 般 的 小 波 变换 来 研究 分 形 信和 号 或 函数 的 。 

小 波 变 换 在 信号 分 辩 率 ， 尤 其 是 高 频 端的 分 辨 率 上 具有 一 定 的 局 限 

性 。 小 波 包 分 析 及 最 佳 基 分 解 技 术 有 效 克 服 了 这 一 缺陷 ， 因 而 被 越 

来 越 多 地 应 用 于 复杂 过 程 和 现象 的 分 形 特 征 分 析 中 (Vicsek，1992; 
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图 9.16 小 波 变换 的 多 重 分 形 奇异 谱 
(a) 类 似 于 魔鬼 台阶 的 多 重 分 形 曲 线 ; Cb) 不 同 9 和 值 对 应 的 分 割 函 数 S(q，a); 
() 由 SCe，oa) 计 算得 到 的 指数 函数 r(g); CD di z(9) 计 算得 到 的 奇异 谱 f(a)。 
实 线 为 理论 值 ( 采 用 http://www-stat. stanford. edu/ 一 wavelab 网 页 的 WaveLab 
软件 绘图 ) 


jones, 1996; Jones and Jelinek, 2001), 
对 于 简单 的 分 形 信 号 ， 可 以 通过 对 最 佳 小 波 包 基 分 解 系数 的 统计 
分 析 来 估计 其 全 局 Hurst 指数 或 分 维 。 记 最 佳 小 波 包 基 分 解 系数 为 
C7， 其 中 代表 位 置 ，m 代表 尺度 。 将 CI 按 其 能 量 大 小 重新 排列 成 
为 一 个 1 维 数 组 {CGC tC eC ee SC 0), Ho Cu 表示 在 精 
度 范 围 内 能 够 重 构 原 信和 号 的 所 采用 的 最 小 系数 。 相 应 好 产生 一 个 记录 
系数 指标 位 置 的 整 型 数组 NS (Ni, Noo cns Noxon}. BERE — E RE 
量 的 最 佳 小 波 包 基 系数 的 数目 满足 下 面 的 统计 关系 ; 
N, (C >N) N RN ID (9. 52) 
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于 是 可 以 从 leN,~leN 曲线 的 斜率 (一 6) 得 到 Hurst 指数 H 
万 一 0 一 1 (9. 53) 
Jones &&(Jones, 1996a; Jones etal., 1996; Jones and Jelinek, 
2001) 应 用 这 种 小 波 包 分 析 方 法 对 丝 状 真菌 的 二 维 分 形 生长 特征 进行 
了 研究 并 计算 出 相应 的 全 局 Hurst 指数 。 图 9. 17 显示 了 其 中 的 一 个 
例子 。 
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©) 
图 9.17 二 维 图 像 的 小 波 包 分 析 及 全 局 Hurst 指数 的 计算 
(摘自 Jones, 1996a) 
(a) 在 包含 0.2% 粉 状 报 纸 和 2%% 纤 维 二 糖 的 介质 中 生长 了 24 小 时 的 Pycnoporus 
cinnabarinus ##; (b) 三 层 sym 12 小 波 包 分 解 系数 矩阵， 灰白 色 代表 能 量 最 高 的 系数 ; 
CO 最 佳 小 波 包 基 系数 的 IgN,~leN 关系 ， 由 拟 合 的 曲线 斜率 得 到 的 全 局 Hurst 指数 


小 波 包 分 析 同 样 可 以 用 于 估计 多 重 分 形 的 局 部 Hurst 指数 
(Jones，1996b)， 其 具体 过 程 与 全 局 Hurst 指数 的 计算 类 似 ， 只 
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对 不 同 局 部 位 置 的 最 佳 小 波 包 基 系 数 分 别 应 用 式 (9. 52) 和 式 (9. 53)， 
这 里 对 此 不 再 详 述 。 

以 上 介绍 了 小 波 理论 应 用 于 分 形 研 究 中 的 几 个 方面 。 事 实 上 ， 
小 波 分 析 的 实际 应 用 远 远 不 止 这 些 ， 它 已 经 同 分 形 编码 技术 紧密 结 
合 起 来 ， 共 同 在 生物 、 医 学 、 地 球 科学 、 气 象 等 众多 科学 领域 发 挥 
着 重要 作为 ， 成 为 研究 充满 分 形 的 自然 界 和 人 类 社会 的 有 效 工 具 。 


第 十 章 ”分 形 和 计算 机 


在 计算 机 时 代 之 前 ， 一 些 科 学 家 (甚至 包括 Julia 图 形 集 的 缔造 
者 Julia，1918) 虽 然 知 道 可 能 存在 类 似 于 Koch 曲线 等 的 一 类 新 图 
形 ， 但 他 们 都 缺少 制作 这 种 图 形 的 科学 工具 。 有 了 计算 机 ， 才 使 
Mandelbrot 绘制 出 千奇百怪 的 分 形 图 形 ， 才 使 分 形 几 何 这 种 探索 性 
几何 学 成 为 现实 成 为 “大 自然 的 几何 学 ”。 如 果 说 贫乏 的 经 济 学 知识 
没有 妨碍 Mandelbrot 从 对 棉花 价格 数据 的 研究 中 获得 认识 自然 界 混 
沌 变化 之 谜 的 灵感 ， 那 对 数学 和 计算 机 的 精通 则 使 Mandelbrot RA 
步 人 了 分 形 科学 的 殿堂 ， 并 开创 了 20 世纪 数学 的 重要 阶段 。 把 一 生 
收集 的 关于 大 自然 与 数学 的 历史 的 许多 观点 汇集 成 书 ，Mandelbort 
在 学 术 之 路 上 取得 了 十 分 精彩 的 记录 ， 他 变 成 了 科学 报告 中 的 一 个 
明星 。 他 的 名 字 随 着 他 的 “分 形 ” 概 念 ，《 大 自然 的 分 形 几 何 学 人 
《分 形 、 组 成 、 机 遇 》 和 《 维 数 》 等 著作 的 流传 而 为 社会 上 不 仅 是 数 
学 家 ， 而 且 是 非 科 学 界 的 许多 人 所 知晓 ， 这 在 很 大 程度 上 是 由 于 他 
在 计算 机 上 展示 的 分 形 图 片 的 美丽 和 绚烂 多 彩 。 可 以 说 ，Mandel- 
brot 的 成 功 离 不 开 计 算 机 技术 的 发 展 ， 特 别 是 与 分 形 几 何 学 共同 发 
展 的 计算 机 图 形 显 示 技 术 功 不 可 没 。 

20 世纪 90 年 代 以 后 ， 计 算 机 发 展 得 如 此 之 快 ， 其 精确 度 足 以 做 
出 丰富 多 彩 的 集合 图 案 ， 越 来 越 多 的 人 们 开始 以 计算 机 为 工具 ， 展 
开 了 探索 分 形 图 案 内 在 规律 性 的 研究 ， 这 无 疑 将 会 极 大 地 推动 分 形 
几何 学 的 进一步 发 展 。 配 合 前 面 章节 介绍 的 分 形 理论 ， 引 入 一 套 分 
形 图 形 软件 ， 展 示 计 算 机 生成 分 形 图 形 的 基本 原理 ， 激 发 读者 亲自 
动手 创造 分 形 ， 研 究 分 形 的 兴趣 ， 正 是 本 章 的 目的 所 在 。 
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10.1 分 形 与 计算 机 


自然 界 景 物 形 态 复杂 、 不 规则 ， 这 使 得 采用 传统 的 几何 工具 进 
行 描述 遇 到 了 极 大 的 困难 。 在 计算 机 制图 被 广泛 应 用 于 分 形 之 前 ， 
分 形 学 者 只 能 通过 猜测 、 推 断 等 方法 ， 来 描述 和 推广 自己 的 思想 ， 
而 无 法 将 最 终 的 结果 展现 在 世人 的 面前 ， 可 谓 是 “不 识 庐山 真面目 ， 
只 缘 身 在 此 山中 ”。 

要 把 那些 简单 的 分 形 图 形 描画 出 来 ， 就 必须 不 厌 其 烦 地 反复 进 
行 相似 性 操作 ， 以 手工 方式 进行 这 种 单一 作业 的 话 ， 一 定 会 令 人 神 
志 异 迷 ， 但 所 幸 的 是 计算 机 愉快 地 接受 了 令 我 们 讨厌 的 工作 ， 用 计 
算 机 的 设计 语言 能 领略 到 魅力 无 穷 的 分 形 世 界 。 

例如 ， 出 现在 复数 平面 上 的 Julia 集合 、Mandelbrot 集合 是 数学 
世界 中 描画 出 最 奇妙 最 美丽 的 图 样 之 一 ， 无 边 无 起 、 错 综 复 杂 的 轮 
廊 显 示 着 分 形 特 有 的 自 相似 性 ， 各 部 分 隐藏 在 和 全 体 一 样 的 结构 中 ， 
一 放大 则 其 整体 形象 就 浮现 出 来 ， 这 种 不 可 思议 的 图 样 用 手工 是 不 
可 能 做 出 来 的 ， 而 只 有 在 借助 了 计算 机 的 作 图 技术 之 后 ， 才 有 了 这 
种 形式 的 美 。 

又 如 IES 和 迭代 ， 如 果 没 有 计算 机 来 完成 复杂 的 选 代 工作 ， 我 们 
无 法 用 手工 绘制 出 吸引 子 ， 甚 至 无 法 想像 出 吸引 子 的 图 形 到 底 是 什 
么 样子 (如 图 10.1 所 示 ) 。 

绘图 是 一 件 大 事 ， 艺 术 家 先 于 数学 家 发 明了 投影 。 工 程 图 离 不 
开 欧 几 里 德 几何 的 框架 ， 据 说 那 是 因为 欧 氏 几何 表现 的 东西 才 是 
“ 真 ” 的。 那么， 什么 是 “ 真 "? 任何 图 示 ， 除 了 它 自身 而 外 ， 恰 好 
因为 它 并 不 是 “ 真 ”的 才 有 价值 。 传 统 的 数学 支持 了 工程 绘图 ， 分 
形 几何 的 诞生 使 绘图 的 范围 大 大 扩展 。 现 在 可 以 绘制 出 真实 感 很 温 ， 
旦 有 很 高 层次 精细 结构 的 分 形 山 、 云 、 树 等 等 ， 这 是 传统 的 几何 学 
无 能 为 力 的 。 

di AG. 混沌 与 分 形 是 过 程 的 科学 ， 而 不 只 是 状态 的 科学 ; 是 
演化 的 科学 ， 而 不 只 是 存在 的 科学 。 对 过 程 和 演化 的 模式 与 仿真 ， 
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图 10.1 由 JIFS 和 迭代 产生 的 分 形 树 


就 今天 的 认识 而 言 ， 它 离 不 开 计 算 机 。 

计算 机 绘制 美丽 的 分 形 图 形 ， 为 分 形 的 发 展开 拓 了 一 个 广阔 的 
天 空 。 用 计算 机 模拟 是 基于 分 形 的 基本 理论 ， 但 是 设计 复杂 的 分 形 
图 的 计算 机 程序 也 给 予 人 创造 性 的 灵感 ， 用 计算 机 绘 出 的 千奇百怪 、 
令 人 叹服 的 分 形 图 又 为 理论 的 研究 提供 了 最 直观 的 形象 ， 大 大 的 促 
进 了 分 形 科学 的 发 展 ， 也 带动 了 许多 古老 学 科 的 新 生 ， 例 如 复 变 函 
数 这 门 学 科 多 年 来 停滞 不 前 ， 直 至 计算 机 制图 充分 显示 了 Julia 集 的 
复杂 结构 ， 才 使 这 门 学 科 的 数学 理论 取得 了 巨大 的 进展 。 

计算 机 处 理 图 形 的 技术 进步 ， 极 其 有 力 地 促进 了 对 分 形 的 研究 。 
今天 ， 人 们 能 “ 身 临 其 境 ” 地 进入 Mandelbrot 集合 及 Julia 集合 ， 
体会 如 此 复杂 的 精细 结构 ， 这 是 计算 机 的 功劳 。 通 过 计算 机 制作 的 
动态 画面 包含 更 高 数量 级 的 视觉 信息 ， 引 起 人 们 更 深入 的 思维 活动 
和 更 丰富 的 联想 。 

分 形 作 为 新 兴 交 叉 学 科 ， 不 仅 理论 研究 日 益 深 入 ， 而 且 应 用 范 


围 日 趋 广 泛 。 由 Mandelbrot 所 建立 的 分 形 儿 何 学 ， 从 它 诞生 开始 
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便 注 定 将 与 计算 机 图 形 学 结 下 不 解 之 缘 。 从 引人入胜 的 Mandelbrot 
集 到 自然 景观 的 计算 机 仿真 ， 分 形 之 美 风 靡 全 世界 。20 世纪 80 年 
RAUR., 分形 学 又 渗透 到 图 形 处 理 、 模 式 识别 、 人 工 智 能 以 及 非 线 
性 电路 等 信息 科学 的 许多 分 支 。 例 如 ， 分 形 作 为 自然 物体 的 描述 模 
型 ， 分 维 作 为 图 像 模 式 的 形态 特征 已 用 于 图 形 分 析 与 模式 分 类 、 图 
像 生 成 、 内 插 与 计算 机 仿真 、 信 号 滤波 、 图 像 压缩 编码 、 分 形 神经 
网 络 ， 乃 至 于 非 线性 混沌 电路 的 研究 中 。 


10.2 分 形 与 艺术 


分 形 加 计算 机 ， 现 在 “侵入 ”艺术 领地 ， 使 这 个 学 科 的 交叉 范 
围 跨 得 是 大 了 一 点 ， 引 起 争议 与 异议 是 必然 的 。 说 来 不 奇怪 ， 科 学 
与 艺术 从 来 就 不 是 严格 分 家 的 ， 是 融合 的 关系 ， 是 分 工 的 区 别 而 已 。 
艺术 强调 思想 ， 表 达 思 想 要 靠 技巧 ， 技 巧 的 实现 要 靠 工具 。 这 “ 工 
具 ” 往 往 是 数学 的 、 物 理 的 、 化 学 的 、 电 子 学 的 等 等 。 水 墨 丹 青 附 
着 的 宣纸 ， 产 生 了 浸润 泻 染 和 飞 白 写意 效果 ; 而 丙烯 涂料 ， 可 表现 
明亮 光 感 ， 一 种 特制 的 喷 笔 ， 使 雾 状 的 点 集 轻 易 地 盖 在 画 纸 上 。 今 
天 的 科技 进步 向 艺术 家 奉献 了 一 部 计算 机 ， 这 是 个 与 往常 的 任何 工 
具 都 不 可 同日 而 语 的 新 工具 。 

分 形 艺 术 (Fractal Art) (FA) 到 目前 为 止 约 有 15 一 20 年 的 历史 ， 
它 第 一 次 引起 公众 注意 的 是 《科学 美国 人 》1985 年 刊登 的 关于 Man- 
delbrot 集 的 一 篇 文章 ， 自 那 以 后 ， 分 形 在 表现 形式 和 分 形 几 何 的 理 
解 等 方面 得 到 许多 进展 ， 也 许 ， 现 在 恰好 到 了 规定 和 表述 什么 是 分 
BER, 什么 不 是 分 形 艺术 的 时 候 了 。 

分 形 艺术 是 一 种 关于 分 形 一 一 在 所 有 的 尺度 上 用 自 相 似 ( 图 形 的 
部 分 与 整体 相似 ) 描 述 的 形状 或 集合 ， 并 具有 无 限 细节 结构 的 流派 。 
分 形 是 计算 机 利用 反复 的 数字 处 理 的 一 个 典型 的 实例 ， 有 些 图 像 不 
是 专门 的 分 形 , 但 由 于 利用 了 相同 的 基本 生成 源 和 生成 步骤 ， 而 被 
纳入 到 分 形 艺术 世界 中 。 

分 形 艺术 是 可 视 艺 术 的 子 类 ， 在 许多 被 人 关注 的 方面 类 似 于 摄 

e 216 ° 


影 一 一 个 被 怀疑 论 者 称 之 为 另类 艺术 的 艺术 。 分 形 图 像 作品 一 般 
是 通过 打印 机 来 展现 的 ， 分 形 艺术 家 已 深入 到 画家 、 摄 影 师 和 打印 
师 之 中 。 分 形 自然 是 一 种 电子 图 像 ， 但 它 很 快 地 被 一 些 视觉 艺术 家 
们 所 接受 ， 从 而 促使 他 们 进入 分 形 艺术 的 数字 王国 。 

AE E ^E: 

(1) 表现 。 通 过 画家 的 颜色 、 摄 影 师 的 光影 或 舞蹈 演员 的 动作 ， 
艺术 家 学 习 表现 和 唤起 所 有 思想 和 情感 的 方式 。 分 形 艺术 家 不 缺乏 
用 他 们 的 媒体 语言 来 表现 的 能 力 ， 同 样 地 ， 他 们 被 整个 装 人 所 有 传 
统 艺 术 家 可 能 使 用 的 工具 中 。 

(2) 创造 。 决 定性 的 分 形 图 像 必 然 被 建立 ， 就 像 照片 或 绘画 一 
样 ， 他 们 能 够 创作 出 有 表现 力 的 作品 和 抽象 的 基本 分 形 形 式 ， 或 类 
似 于 非 写 实 主义 的 碎片 。 分 形 艺术 家 具有 一 个 空白 的 “油画 布 ”， 并 
且 创立 一 个 图 像 ， 产 生 颜 色 、 结 构 、 平 衡 等 由 传统 的 可 视 艺 术 家 所 
使 用 过 的 一 些 基 本 原理 上 的 和 谐 。 

(3) 输入 的 需要 、 努 力 尝 试 和 智慧 。 分 形 艺术 家 必须 管理 参数 
公式 、 上 映射 、 着 色 方 案 、 调 色 板 和 他 们 的 必需 的 参数 的 集合 。 各 自 
的 且 每 一 个 组 成 部 分 ， 能 够 并 将 调整 了 的 、 对 齐 的 和 反复 用 力 拉 的 
组 合 图 ， 自 主 操作 所 有 这 些 分 形 图 的 平面 带 来 了 对 理解 他 们 的 应 用 
和 他 们 的 财物 的 责任 ， 这 些 理解 需要 来 自 艺术 家 的 智慧 和 沉思 。 

总 之 ， 分 形 艺术 是 分 形 学 家 简单 地 创建 出 来 的 艺术 。 分 形 艺术 
是 数学 家 的 探索 和 艺术 家 的 创造 相 结合 的 产物 。 

分 形 作为 一 种 全 新 的 概念 ， 使 许多 人 在 第 一 次 见 到 分 形 图 形 时 
都 有 新 的 感受 ， 不 管 你 是 从 科学 的 观点 看 还 是 从 美学 的 观点 看 。 分 
形 图 可 以 体现 出 许多 传统 美学 的 标准 ， 如 平衡 、 和 谐 、 对 称 等 等 ， 
但 更 多 的 是 超越 这 些 标准 的 新 的 表现 。 比 如 ， 分 形 图 中 的 平衡 ， 是 
一 种 动态 的 平衡 ， 一 种 画面 各 个 部 分 在 变化 过 程 中 相互 制约 的 平 
dj; 分 形 图 的 和 谐 是 一 种 数学 上 的 和 谐 ， 每 一 个 形状 的 变化 ， 每 一 
块 颜色 的 过 渡 都 是 一 种 自然 的 流动 ， 毫 无 生硬 之 感 ; 而 最 特别 的 是 
分 形 的 对 称 ， 它 既 不 是 左右 对 称 也 不 是 上 下 对 称 ， 而 是 画面 的 局 部 
与 更 大 范围 的 局 部 的 对 称 ， 或 说 局 部 与 整体 的 对 称 。 在 分 形 图 中 更 
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多 的 是 分 又 、 缠 绕 、 不 规整 的 边缘 和 丰富 的 变换 ， 它 给 我 们 一 种 纯 
真 的 追求 野性 的 美感 ， 一 种 未 开化 的 、 未 驯养 过 的 天 然 情趣 。 信 息 
理论 的 心理 学 和 美学 指出 ， 和 谐 的 布局 、 平 衡 、 对 称 等 在 信息 论 意 
义 上 的 所 有 有 序 的 原理 ， 都 是 使 艺术 作品 容易 理解 而 令 人 有 清晰 
印象 的 效果 的 原因 。 但 是 现代 艺术 的 研究 指出 ， 只 求 满足 美的 经 典 
定义 并 不 能 产生 真正 的 艺术 作品 ， 一 件 真 正 的 艺术 作品 还 要 能 激 
发 兴趣 ， 启 迪 深 思 。 显 然 ， 这 些 刺 激 源 自 “创新 ”， 也 就 是 我 们 视 
觉 器 官 看 到 新 的 以 往 没 有 过 的 现象 时 的 一 种 感觉 。 从 这 个 意义 上 
说 ， 分 形 几何 理论 的 提出 和 发 展 ， 正 在 形成 一 种 新 的 审美 理想 和 一 
种 新 的 审美 情趣 。 

从 分 形 结构 的 角度 看 ， 分 形 理论 的 审美 理想 既 不 崇尚 简单 ， 也 
不 崇尚 混乱 ， 而 是 崇尚 混乱 中 的 秩序 ， 崇尚 统一 中 的 丰富 。 正 像 贡 
布 里 希 所 说 的 “审美 快感 来 自 于 对 某 种 介 于 乏味 和 杂乱 之 间 的 图 案 
的 观赏 。 单 调 的 图 案 难于 吸引 人 们 的 注意 力 ， 过 于 复杂 的 图 案 则 会 
使 我 们 的 知觉 系统 负荷 过 重 而 停止 对 它 进 行 观赏 。” 分 形 图 形 的 结构 
是 复杂 的 ， 它 总 是 有 无 穷 的 缠绕 在 里 面 ， 每 一 个 局 部 都 有 更 多 的 变 
化 在 进行 ， 然 而 ， 它 却 杂 而 不 乱 ， 它 里 面 有 内 在 的 秩序 ， 有 自 相似 
结构 ， 即 局 部 与 整体 的 对 称 。 这 种 对 称 屏 弃 了 欧 几 里 德 几何 形式 的 
对 称 给 人 带 来 呆板 的 感觉 ， 整 个 画面 从 平衡 中 寻找 着 动 势 ， 使 人 处 
于 跃 路 和 欲 试 的 激动 之 中 ， 同 时 在 深层 次 上 它 又 有 着 普遍 的 对 应 与 制 
约 ， 使 这 种 狂放 的 自由 不 至 于 失之交臂 。 

在 分 形 的 图 形 中 蕴涵 着 无 穷 的 内 套 结构 ， 这 种 结构 的 嵌 套 性 带 
来 了 画面 的 极 大 的 丰富 性 ， 仿 佛 里 面 草 藏 着 无 穷 的 创造 力 ， 使 欣赏 
者 不 能 轻而易举 的 看 出 里 面 的 所 有 内 涵 。 正 如 法 国 印象 派 大 师 雷 诺 
阿 所 说 的 “一 览 无 余 则 不 成 艺术 ”， 许 多 伟大 的 艺术 品 都 具有 这 样 的 
特征 ， 如 巴黎 的 艺术 宫 ， 它 的 群 雕 和 怪 畜 、 突 角 和 侧 柱 、 布 满 旋涡 
花纹 的 拱 壁 和 配 有 棍 沟 齿 饰 的 正 榴 ， 巴 黎 大 剧 院 也 是 如 此 。 这 类 艺 
术 品 的 典范 都 有 一 个 共同 的 特征 即 没有 特定 尺度 ， 因 为 它 具有 每 一 
种 尺度 。 观 察 者 从 任何 让 离 涓 去 都 能 看 到 某 种 赏心悦目 的 细节 ， 当 
你 走 近 时 ， 它 的 构造 就 在 变化 ， 展 现 出 新 的 结构 元 素 。 
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经 常 有 人 会 问 ， 分 形 图 形 和 分 形 艺 术 有 何 用 ? 

用 分 形 方法 在 计算 机 上 可 实现 模拟 自然 景物 、 动 画 制 作 、 建 筑 
物 配 景 等 ， 在 影视 制作 中 能 生成 奇峰 蜡 谷 、 独 特 场景 ， 产 生 新 奇美 
丽 的 景色 。 著 名 的 鲁 卡 斯 电影 公司 ， 在 利用 分 形 方 法 创造 出 与 众 不 
同 的 景观 方面 已 做 了 一 些 开 拓 性 的 工作 。 这 体现 在 影片 《 杰 带 的 轮 
国 》 的 剧情 中 ， 以 及 《星际 旅程 再: 可 汗 的 愤怒 》 中 的 许多 分 形 风 
景 画 上 ， 其 中 最 著名 的 是 行星 起 源 的 演变 序列 图 。 而 由 理 查 德 ， 活 
斯 在 计算 机 上 制作 的 分 形 山 已 被 BM 公司 广泛 地 应 用 于 宣传 广告 
中 。 不 仅 如 此 ， 在 美国 分 形 明信片 和 分 形 广告 在 市 场 上 也 于 1986 年 
底 首 次 推出 ， 随 后 又 推出 了 分 形 年 历 和 分 形 损 年 卡 ， 甚 至 在 青年 人 
穿 的 恤衫 、 街 道上 的 招贴 画 上 也 都 印 上 了 分 形 。 在 学 术 界 ， 许 多 
世界 性 刊物 如 《美国 科学 家 》、《 科 学 》、《 自 然 》、《 今 日 物理 》、《 研 
究 与 发 展 ;、《 科 学 美国 人 》 以 及 《 非 线性 》 等 等 杂志 的 封面 上 或 一 
些 著作 的 封面 上 都 出 现 过 分 形 图 案 。 在 国内 ， 经 常 可 以 在 公共 汽车 
上 看 到 印 有 分 形 图 案 的 棉衣 和 连衣裙 ， 现 在 又 出 现 了 分 形 IC 卡 和 分 
形 扑 克 ， 至 于 分 形 用 在 书 的 封面 设计 上 也 已 屡见不鲜 。 分 形 图 形 的 
错 综 、 美 丽 和 富 于 表现 ， 不 仅 唤起 科学 世界 的 想像 力 ， 同 时 也 使 人 
感受 到 它们 与 真实 世界 之 间 深 奥 的 关系 。 

分 形 图 形 用 途 广泛 : 

(D 将 高 精度 分 形 图 形 具 体 应 用 在 建筑 设计 中 ， 或 制作 成 各 种 尺 
寸 的 装饰 画 ， 可 以 考虑 将 整 面 墙壁 用 一 幅 分 形 图 装饰 ; 

@ 用 作 包 装 材 料 图 案 ， 歼 果 新 颖 ; 

@ 研究 分 形 建筑 陶 次 纹样 、 分 形 纺织 纹样 设计 及 其 印染 工艺 ; 

@ 设计 分 形 时 装 (图 10. 2); 

© 将 分 形 图 形 用 于 信息 加 密 防 伪 ; 

© 印 制 分 形 锅 卡 、 明 信 片 和 小 台历 。 

分 形 艺 术 能 启发 更 多 的 人 开发 出 更 多 更 好 的 分 形 产 品 ， 为 人 类 
社会 创造 出 更 多 的 财富 。 
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图 10.2 分 形 图 用 于 服装 设计 


10.3 分 形 图 像 压缩 


言 息 时 代 带 来 “信息 爆炸 ”>， 而 这 主要 体现 在 信息 量 的 “爆炸 ”。 
id b WIPER bit, B 表示 Byte， 则 一 幅 512 x 512 RR, 8b/pixel 
的 黑白 图 像 占 256 kB; 同样 一 幅 彩色 图 像 则 占 3* 256 一 768 kB; 一 
幅 2330 x 2230 x 8 bit 的 气象 卫星 红外 云图 占 4.74 MB. RH, — I 
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卫星 每 天 ( 半 小 时 发 回 一 次 5 个 波段 数据 ?的 数据 量 为 1. 1 GB。 在 海 
洋 地 球 勘 探 方 面 ， 一 条 船 每 年 记录 的 数据 要 15000 Æ 0.5 英寸 的 计 
算 机 磁带 。 可 见 对 数据 的 压缩 存储 或 传输 已 成 为 信息 科学 非常 重要 
的 课题 。 

大 量 分 形 图 像 的 产生 ， 占 据 了 大 量 的 计算 机 空间 ， 因 此 分 形 图 
像 的 压缩 也 是 必 不 可 少 的 。 

IFS 可 以 产生 分 形 ， 进 而 发 现 利 用 IFS 码 可 以 进行 图 像 压缩 。 比 
如 一 张 512X512 的 黑白 色 蕨 时， 我 们 用 4 个 仿 射 变换 去 产生 它 ， 每 
个 变换 6 个 系数 ， 每 个 系数 占用 32 b， 故 其 IFS 码 占 用 了 768 个 b。 
而 这 幅 图 像 在 计算 机 里 占用 了 512X512X1==262144 个 b， 用 IFS 码 
作为 对 蕨 叶 的 压缩 编码 ， 则 其 压缩 比 高 达 341 倍 。 另 外 ， 对 一 张 枫 
叶 (512X512) 图 像 的 压缩 更 高 达 1365 倍 。 而 采用 DCT 为 核心 的 方 
法 ， 其 压缩 比 在 8 一 20 倍 左右 ， 通 过 精心 调整 的 小 波 变换 方法 ， 也 
只 达到 100 倍 左右 ， 可 见 分 形 压 缩编 码 在 图 像 压 缩 中 的 巨大 潜力 。 


1. 局 部 迭代 函数 系统 


如 果 对 任 一 幅 图 像 均 采用 一 个 IFS RIC ARAM, AA 
大 多 数 图 像 不 具备 严格 自 相 似 性 。Barnsley 的 学 生 Jacqain 提出 了 在 
对 图 像 划 块 以 后 用 局 部 的 仿 射 变换 进行 压缩 ， 这 就 是 目前 常用 的 
方法 。 

对 图 像 域 D， AMIGA IXI, HH I-[o1]. D 上 的 图 像 是 灰 
度 图 像 ， 它 实际 是 二 元 函数 z 二 f(x，y)。 所 以 当 我 们 说 到 一 幅 图 像 
的 时 候 ， 指 的 是 每 个 点 (x，y) 的 灰 度 函数 f(x, y), Hf: IXI—I. 
其 中 f(zx，y) 一 0 一 黑色 ，f(x，y) 二 1 二 日 色 。 

误差 是 一 种 度量 ， 最 简单 的 有 两 种 ， 一 是 上 确 界 度量 

du, Cf» g)—suplf(x, y)— glr, y)| (10. 1) 


二 是 均 方 度量 
1/2 
d.i g) = IRG D= g(a, yD'ddy| 0.2) 


定理 10.1 空间 (X，as) 是 完备 的 。 
现在 我 们 把 灰 度 加 进 映 射 的 第 三 维 : 
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x 


f. 


O, 


(10. 3) 


z 


a b, 0 
= ' d, O0 
0 0 4, 
AP, i 为 正 整数 ; t 为 控制 对 比 度 ; o 为 控制 变换 的 亮度 。 再 定义 


x a, b, Jrz e, 
vE JE EPE] (10. 4) 
由 于 式 (10. 3) 中 惟一 敏感 的 是 = 方向 的 值 ， 故 没有 必要 对 Ay Jr 
向 强加 一 个 压缩 条 件 ， 因 而 V. 可 以 不 是 压缩 变换 。 记 (z，y) €D., 
Jlj V.C, DER, MRD, BUR, R BFR, E.V,.CDO—- R,, XB 
WA MUR —-DUHRÍR-—OOONmizj)o. EX XAR 
图 10. 3, 


zZ 


图 10.3 W, 映射 D, 上 的 图 形 到 尺 , 上 的 图 形 


jg W—ÜW. 和 /一 xz。， 即 我 们 希望 给 定 的 图 像 far 的 不 动 点 
方程 是 
2,=W(2,)= UW, Cz.) 
4 RBA BY OE LENE mas HE us fs ORTE X 


等 价 于 使 下 列 函 数 极 小 化 : 
ds CF (OG X D, WOA), i=1, 2, N (10. 5) 


误差 极 小 化 见 图 10. 4 所 示 。 
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图 10. 4 误差 极 小 化 示意 图 


用 于 在 D, 中 产生 R, 的 V,(x，y) 是 一 种 特殊 的 仿 射 变换 ， 它 几 
乎 仪 仅 是 对 D, 的 一 种 复制 或 缩小 后 的 复制 ,为 此 特 为 V, 设计 了 8 
种 特殊 的 变换 ， 称 为 “反射 一 旋转 ”变换 ， 所 有 这 8 种 变换 的 矩阵 
均 为 2Xx2 和 矩阵， 如 表 10. 1 所 示 。 


表 10.1 8 种 特殊 变换 


m X 


旋转 0° 


工 轴 方 向 旋转 180° 


y 轴 方 向 旋转 180° 


旋转 180° 
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S 


矩阵 | 意 义 
P N 旋转 至 与 y= 二 xz 直线 对 称 


MN 
Mer 90° gest 

| | -= . 
wit et 270° Hee 


| 


|- 5] | Soo BANE 


于 是 任 一 个 把 D, RAB R, 的 变换 可 由 这 8 个 变换 的 某 一 个 来 
操作 完成 。 

为 了 找 出 两 个 仿 射 变换 系数 之 间 的 关系 ， 现 定义 一 些 操作 符 如 下 ， 

“ 取 块 ”操作 符 Bhi: 它 作 用 于 图 像 A 后 表示 在 灰 阶 的 图 上 取出 
一 个 三 维 的 块 ， 其 底 的 大 小 为 2 X2 ， 其 第 三 维 ， 即 灰 阶 函数 ， 取 
块 时 连同 27x27 的 底 一 起 取出 来 。K,，L 表示 子 块 在 二 维 底部 左上 
AHMA, BRAK, L). 

“BR” HERBE): (Bko) A 表示 把 底部 2 X2 的 三 维 块 插 
入 全 0 的 图 中 ， 且 插入 子 块 的 左上 角 位 于 ( 开 ，L) 上 。 把 块 坐标 ( 块 左上 
角 坐 标 ) 用 大 写字 母 表 示 ， 在 块 内 的 像素 坐标 用 小 写字 母 R，) 表 示 。 

“平均 一 抽样 ”操作 符 AL: 把 27 27 带 有 灰 阶 的 图 像 通过 近邻 
四 个 像素 点 灰 阶 求 平均 一 抽样 ， 变 成 2 一 X27 RAR “A” BR 
作 可 用 下 式 表示 : 


(ABk) (k D — LEG A) s 20 + Bl A) e 12D + 


(BŁ A) (2k, 21+1)+ (BL,LA) (28 -1,214-1] 
通过 A, 操作 ，27 X27 的 图 变 为 WOK OWE, RR RH 
分 辩 率 也 减 小 ， 即 变 得 粗糙 了 。 
“反射 一 旋转 ”操作 符 工 , : 是 表示 块 的 旋转 变换 ， 犹 如 IFS 变换 
中 的 系数 a, 5，c，d。 为 了 简化 匹配 ， 把 一 个 正方 形 子 块 的 旋转 化 
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为 最 简单 的 8 种 方式 ， 即 旋转 07. 90°, 180°, 270'3ns& Eb rp AX A, 
水 平 中 线 反 射 和 对 角 反 射 等 这 8 种 固定 方式 。 设 D, 是 一 个 图 像 块 ， 
它 的 灰 阶 函数 为 

fu, Cis, iy) è ig, b=0, l.c, 22—1) 


对 应 的 8 种 变换 为 : 

Li € u Ciz, i=u,G,, i) 旋转 0°; 

Li 5uG,,i)uG,2?—1—i) 垂直 中 线 反 射 ; 

L: : wi, uQ?—1—i, i) 水 平 中 线 反 射 ; 

Li + uz, iu, i) HAR i. =i, 反射 ; 

Li 55 G,, i)=u,G,, 22—1—i) HAR 4 =1, = 22-1 反 
$f; 

L5 : u, Ciz, iy) =u,(2?—-1—i,, 2? —1—i,) 旋转 90°; 

Le? u, Ciz, i,)=u,(2?-1-i,, 2?—1—-i,) 旋转 180°, 

L; + u, Cins i,)=u,(2?—-1-i,, i) 旋转 270°, 


定义 10.1 设 (X，d) 是 紧 度 量 空间 , DAX 的 非 空子 集 ， 定 

MW: D>X, MOR 
d(OW (x), Wly))<sdlas y), V.,€D 

其 中 oss 委 1， 则 称 刺 为 (X，d) 上 的 局 部 压缩 映射 ，* 为 W 的 压缩 
因子 。 

定义 10.2 OX, aD EHE RH, W: D,—Xdé(OX. dE 
具有 压缩 因子 Ooxssl1G-1, 2, °°, MERRER, NU 

(X; W,:D, >X, i—1, 2:5, N} 

为 局 部 迭代 函数 系统 LIFS (Local Iterated Function System), X% 
:一 max{s} 称 为 LIFS 的 压缩 因子 。 

定义 10.3 dk S Xon X 所 有 子 集 的 集合 ， 则 可 以 定义 算 子 
Wi © S*S A 

WC) = UW, CD, MB) VBES 

如 果 AEX 的 非 空 紧 子 集 且 Wu(C4A) 一 4， 则 称 A 是 局 部 IFS HR 
引子 。 


为 了 考虑 灰 度 ， 我 们 在 定义 10. 2 的 基础 上 把 对 灰 度 的 映射 作为 
。 225 œ 


第 三 维 ， 就 构成 了 带 灰 度 映射 的 局 部 迭代 函数 系统 LIFSM(Local It- 


erated Function System with Gray Level Maps) 。 
2. 分 形 图 像 压 缩 的 基本 方法 


对 图 像 所 在 的 位 置 (x，y) ED 进行 划 块 后 得 到 一 些 D, € D, 分 
形 图 像 压缩 的 基本 方法 就 是 LIFSM， 而 不 管用 何 种 度量 去 计算 误 
差 ， 敏 感 的 是 z 方向 值 ， 故 有 下 述 定义 。 
定义 10.4 WEW: RR 是 一 个 映射 满足 
G', y', zi) -WG, ys z) 
和 
(r', ys z;,)—W(GG, y. zm?) 
并 且 存 在 一 个 正 实 数 OUS 委 1， 使 得 
| ziz Ssl amz l, Va'y’s zs x HC, y) 独 
FC, za) 
WWE W 是 =z 方向 压缩 的 。 
定理 10.2 Z F—(f: l—R SAP tem, MEW, 
W:，…，Wnw 是 z 方 向 压缩 的 ， 则 算 子 
W= UW, 
在 下 中 也 是 z 方向 压缩 的 。 
证 明 ; BE s=max{s,}, Hs, ROW. 的 压缩 因子 , $ f, gEF, 
则 
da WO), Wg))= sup (WOC, y-WGpoG; lj 
—supt IW, Cz, y, flr, yW, Ct, y, 
g(z, y|: (x, WED,, i=l, 2, +, N} 
<supis.| f(z, y)— gle, y) |} 
xs sup{ | f(x, p-—gG, yl 
<sdup (fs g) 


BRUL W= UW, 按 度量 4 是 = 方向 压缩 的 ， 由 压缩 映像 定理 ， 在 下 
Ed E BRI P WOO T QW, COO. 
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正如 我 们 所 言 ，* 和 1 是 压缩 的 充分 条 件 ， 实践 证 明 ， 当 某 些 
5, 达 1.2， 和 迭代 仍然 收敛 ， 这 样 的 WW 称 为 最 终 压缩 。 

方程 (10.5) 的 极 小 化 需 做 黄 件 事 。 第 一 是 对 于 给 定 的 R, 要 找到 
一 个 好 的 选择 D,; 第 二 是 对 W, 要 找到 一 个 好 的 对 比 度 t. 和 宽度 o. 
对 于 每 个 D,E€ D， 我 们 用 最 小 二 乘 回归 计算 c 和 o,， 给 出 了 均 方差 
回归 ess, ， 以 这 个 均 方差 搜寻 到 D,， 随 着 D, Mt, o 的 选 定 ， 就 确 
定 了 方程 (10. DHW, — EU T. Wis Woe Wios KAT te Be AT A 
从 吸引 子 x, 去 解码 。 

实践 中 ， 我 们 用 的 是 离散 均 方 差 方 法 去 确定 t 和 o,。 给 定 来 自 
D, 中 的 xn 个 像素 灰 阶 值 a1，a:，…，a, 和 来 自 , 中 的 像素 灰 阶 值 
bis bzs > bo HABA. 3), 令 


R= S a. +o, — b 
此 式 表明 ， 对 于 R, CBS 3E JE T BE 5, D, 中 是 以 ta, 十 o, 去 对 应 


的 。 令 


OR _ OR _ 
Ot oo 
解 得 
5377 — Sta, i, 
t = 一 一 Lo (10. 6) 
n> a? — Ca)! 
1=1 "EMI 
o 一 113%, —134.] (10.7) 
:一 1 :—1 
由 此 


R= iD» "S307 2a,b, + 20 a, — 2o b.) +no? | (10. 8) 


如 果 式 (10. 6) 的 分 母 为 0， 则 1 一 0， 均 方 误差 为 VR。 
搜索 D， 计 算出 1:，o 和 R， 从 而 找 出 使 RR 极 小 的 D, AR, 的 局 
部 映射 块 。 
实践 中 大 部 分 分 形 编码 的 思想 为 : 首先 是 R, 的 划分 ， 对 每 个 R, 
寻找 合适 的 D, AR, 时 有 rms 误差 最 小 。 在 确定 D, MR, 后 ， 也 就 
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HET t Mo, 4AM D, SUR, 的 映射 过 程 里 ， 方程 (10. 3) 中 的 W, 
各 个 系数 值 a,，65,，c,，d,，e, Wf. 也 都 得 到 了 确定 ， 最 后 得 到 了 
W-—UW.. 

看 得 出 ， 一 个 分 形 图 像 编码 关键 在 于 如 何 寻 找 R, 和 DD,， 两 者 的 
匹配 ， 既 要 精度 高 又 要 速度 快 。 目 前 大 致 有 以 下 几 种 方法 : 

: X BE E. 

HV 划分 法 。 四 叉 树 划分 时 ， 每 个 R, AD, 都 是 单一 的 方 子 
块 ， 虽 有 大 小 之 分 ， 但 没有 形状 的 差别 ， 也 就 是 没有 顾及 到 图 像 本 
身 的 特点 。HYV 是 一 种 更 为 灵活 的 划分 。H Æ m Horizontally), 
V BA (Vertically), 无论 是 横向 划 还 是 纵向 划 ， 都 把 原 区 域 一 分 
为 二 ， 而 新 的 较 小 区 域 与 原来 的 较 大 区 域 在 形状 上 有 一 定 相 似 性 。 
比如 ， 可 以 使 每 个 小 区 域 中 图 像 的 边 大 致 沿 着 其 对 角 线 方向 。 

第 -- 次 划分 第 二 次 ,第 三 次 和 第 四 次 划分 


图 10.5 HV 分 割 


. 三角 域 方法 。 
* 多 边 形 域 方法 。 
“ 遗传 算法 。 


3. 四 叉 树 方法 


考虑 到 人 眼 对 某 些 画 景 的 不 敏感 性 ， 就 可 预先 设置 一 个 误差 限 ， 
如 果 计 算 的 误差 已 小 于 这 个 误差 限 就 不 必 再 继续 搜索 下 去 ， 从 而 节省 
计算 时 间 。 其 次 ,我 们 可 以 考虑 各 种 图 像 本 身 的 特点 。 若 是 某 个 R, A 
表 的 是 大 海 的 一 个 小 片 ， 那 就 完全 可 以 从 它 附近 选 定 一 个 4 倍 于 它 的 
HEKRA D. HXT R, 也 不 一 定 要 取 的 很 小 。 
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四 又 树 方法 是 1991 年 由 Fisher 发 明 的 ， 该 方法 的 出 现 不 仅 使 分 形 
图 像 压 缩 的 时 间 极 大 地 缩短 ， 而 且 也 使 压缩 倍数 大 为 提高 。 

四 又 树 的 基本 思想 是 这 样 的 : 先 把 一 张 方 的 图 像 一 分 为 4X4 个 
相同 规模 的 Ri(i 二 1，2，3，4)， 随 之 可 令 原 图 像 为 D: 进行 最 小 二 
乘 计算 。 如 果 误 差 小 于 规定 的 e， 则 转向 下 一 个 R， 和 否则 划分 该 R， 
为 4 个 更 小 的 相同 区 域 ， 再 从 原 图 像 中 搜索 4 倍 规模 于 它 的 Di 并 计 
Binz. HIRD TF e RZ R: 的 规模 已 小 于 等 于 规定 的 最 小 R; 规 
模 ， 就 停止 计算 并 转向 下 一 个 R:， 否 则 再 一 分 为 四 。 重 复 刚 才 的 步 
又 直至 把 一 张 图 像 扫 描 完 毕 。 图 10.6 就 是 一 张 四 叉 树 的 分 割 思 
想 图 。 


图 10.6 四 又 树 分 割 思想 图 
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四 又 树 方法 是 一 种 自 适 应 方法 ， 计 算 中 的 子 块 R, 规模 取决 于 多 
像 的 局 部 复杂 性 。 对 一 张 固 定 的 图 像 来 说 ， 多 一 些 变换 将 导致 较 好 
的 保 真 度 ， 但 会 降低 压缩 比 。 因 此 在 编制 程序 时 要 在 保 真 度 与 压缩 
比 之 间 了 予以 折 中 地 选择 。 下 面 两 个 程序 伪 码 分 别 是 偏 于 保 真 度 与 压 
缩 比 的 。 

其 一 : 

“ 选择 误差 限 e 和 小 块 RR, 的 最 小 规模 ram 

S R= 二 了 且 标 注 其 未 被 覆盖 

。 当 子 块 R, 未 被 覆盖 时 做 { 

- 寻找 D, 和 相应 W,， 使 得 能 最 好 地 和 覆盖 R,， 即 使 方程 10. 5 极 
小 化 

。 如 果 dm CF(0ORX D, W(P) <e 或 size(RO S mns M 

， 给 R 标注 已 被 覆盖 且 写 下 变换 W, 

- 否则 

“划分 R 成 更 小 的 区 域 且 标 注 其 未 被 覆盖 ， 并 且 从 未 被 覆盖 的 
域 表 中 删 去 R, 

} 

上 述 伪 码 中 ，e 小 则 保 真 度 高 ， 否 则 失真 就 大 。 

下 面 的 一 个 伪 码 表 试 图 以 限制 编码 中 的 变换 数 来 换取 压缩 比 。 
当然 ， 这 种 变换 数目 不 可 能 精确 得 到 ,但 由 于 这 个 数 日 大 ( 几 百 到 几 
TA R,) 所 以 有 可 能 以 相对 精度 去 影响 压缩 比 。 

Ho: 

“选择 最 大 变换 数 N 

， 建立 一 张 表 ， 表 中 包含 Ri 一 了 且 注 明 其 未 被 覆盖 

。 当 表 中 有 未 被 覆盖 的 子 块 时 做 ( 

。 对 每 个 未 被 覆盖 的 表 中 ， 寻 找 且 储存 DC D 和 变换 W,， 以 得 
到 最 好 的 覆盖 且 标 注 该 R, 已 被 覆盖 

- AFRE, FRR, MF size(R) ru B T 

d, CF OS XD, WORK, WR MRE Re 

。 如 果 表 中 子 块 数 小 于 入 则 { 
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“ 把 R, 划分 得 更 小 并 注 明 其 未 被 覆盖 且 将 其 加 入 域 表 
bd 把 R,， W, Al D, 从 表 中 删除 
) 


。 记 下 表 中 所 有 的 W, 

解码 是 相对 简单 的 事 ， 对 每 个 WW,， 找 到 对 应 的 D,， 缩 小 其 规模 
(四 叉 树 方法 中 为 1/4) 与 R, 一 般 大 小 ， 把 其 上 像素 的 灰 阶 值 乘 以 
再 加 上 o, 作为 R, 位 置 上 像素 的 灰 阶 值 。 一 般 来 说 ， 和 迭代 10 次 就 足 
够 了 ， 由 于 不 动 点 与 初 值 无 关 ， 因 此 可 令 z 为 任意 值 。 

为 了 紧凑 地 储存 这 个 编码 ， 我 们 并 不 是 把 方程 (10.3)7 中 的 所 有 
系数 都 存 起 来 。 对 比 度 和 亮度 有 一 个 非 一 致 分 布 ,这 意味 着 炉 压缩 
的 某 些 形式 是 很 有 收获 的 。t, 和 wo, 经 优化 计算 后 要 存 起 来 ， 如 果 将 
这 些 值 量化 并 储存 在 一 个 固定 的 bit 数 里 ， 比 如 56 YE ts 76 f£ o 大 
致 是 最 优 的 。 实 际 上 仅 量 化 上 Mo 就 能 使 保 真 度 有 一 个 显著 的 改善 。 
剩 下 的 系数 是 在 解码 时 被 计算 的 ， 而 存储 的 仅仅 是 R MD, 的 位 置 。 
在 四 叉 树 方法 中 ， 如 果 我 们 知道 R, 的 规模 大 小 ， 则 OR, 就 能 通过 储 
存 变 换 的 顺序 来 编码 。D, 是 由 其 位 置 和 规模 来 标明 的 (从 而 也 就 知 
iÉ T OR, 的 规模 ) ， 但 这 还 不 够 ， 由 于 有 8 种 途径 映射 D, 的 四 个 角落 
IR, 的 四 个 角落 ， 因 此 还 必须 用 35 去 确定 其 旋转 和 反射 信息 。 

下 面 是 当 D, 的 规模 大 小 为 R,4 倍 时 ， 当 然 包括 应 用 四 又 树 方法 
时 ， 计 算 dal FAR X D, W. Po HAG. 

- yt D, 是 映射 W, 的 定义 域 

- 从 D, 中 取 互 不 交友 的 平均 为 2X2 的 像素 子 块 去 形成 一 个 与 
R, 同 规模 大 小 的 像素 集 E, 

- 如 果 W, 包含 有 旋转 或 反射 ， 则 W, 置换 下, 的 像素 到 新 的 定位 


“计算 a 和 之 1a; 
,计算 m b 
“计算 D>) ab. MR a Mo 必须 在 两 个 集合 的 相同 位 置 才 被 


F bE F, 
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“用 上 面 这 些 和 用 于 计算 上 和 o,。 需 注意 的 是 ，D,，R,，t, Mo, 
都 是 对 于 同一 个 指标 数 ;， 不 同 的 子 块 R, 不 能 反复 用 某 一 个 父 块 

* dms Cf RXD, W, COD) —/R 

计算 方程 (10. 6) 和 (C10.7) 所 得 到 的 t 和 o, 可 看 作 是 对 比 度 和 亮 
度 的 调节 ， 后 者 亦 称 为 补偿 值 。 但 对 某 个 WwW, do le | 1. Ng 
W, 不 会 是 压缩 的 ， 所 以 要 及 时 予以 缩小 。 

由 于 子 块 R, 的 编码 是 彼此 独立 进行 的 ， 因 此 解码 后 的 每 个 子 块 
的 边界 上 不 能 保证 是 光滑 的 ， 甚 至 对 于 有 些 不 连续 处 ， 人 眼 都 可 能 
党 察 出 来 。 这 就 有 必要 对 边界 进行 修饰 ， 一 种 简易 的 方法 是 将 两 个 
边界 的 值 加 权 平 均 。 


4. 自 适应 合并 法 


当前 分 形 图 像 压 缩 的 研究 方向 主要 有 两 个 : 一 是 缩短 改善 分 形 
图 像 压缩 的 时 间 ;， 二 是 提高 分 形 图 像 压缩 的 压缩 比 。 常 见 的 方法 分 
两 类 : 一 是 结合 神经 网 络 、 遗 传 算 法 、 小 波 变 换 、 向 量 量化 和 DCT 
等 数学 方法 ， 构 造 新 的 分 形 图 像 压 缩 算法 。 二 是 改变 分 块 的 形状 ， 
如 用 三 角形 、 多 边 形 、HYV 等 基本 图 像 划 块 或 是 它们 的 组 合 去 刻画 
待 压缩 图 像 。 自 适应 合并 法 属于 第 二 类 ， 是 一 种 纯 分 形 方 法 。 传 统 
的 图 像 分 划 技 术 是 先 将 图 像 按 大 尺寸 进行 分 划 ， 若 找 不 到 好 的 父 块 ， 
则 将 该 分 划 缩 小 规模 再 进行 新 的 父 块 搜索 。 合 并 法 的 思想 恰好 相反 ， 
它 是 先进 行 最 小 的 尺寸 分 割 ， 对 分 划 后 的 子 块 搜索 到 最 好 的 一 个 父 
块 分 划 表 ， 然 后 根据 合并 误差 的 大 小 ， 将 这 些 子 块 进行 合并 。 这 种 
通过 合并 得 到 的 是 不 规则 的 图 像 分 划 。 子 块 由 边界 相 邻 的 小 的 图 像 
块 合并 而 成 ， 最 小 的 图 像 块 我 们 称 为 原子 块 。 这 种 通过 合并 小 的 原 
子 块 所 得 到 的 分 划 相 对 于 四 叉 树 等 分 划 方 法 可 以 取得 明显 优越 的 
效果 。 

首先 将 待 编 码 图 像 分 割 成 为 一 个 个 单独 的 原子 块 ， 原 子 块 的 大 
小 可 以 人 为 设 定 ， 然 后 我 们 对 这 些 原子 块 进行 标准 的 编码 ， 在 编码 
时 ， 我 们 记录 下 每 一 子 块 最 好 的 前 d 个 码 字 ， 接 下 来 通过 合并 相 邻 
的 子 块 ， 计 算 由 此 产生 的 误差 ， 选 出 产生 误差 最 小 的 邻近 子 块 合并 。 
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通过 合并 ， 得 到 的 子 块 也 就 越 来 越 小 ， 而 每 一 个 子 块 的 编码 参数 是 
固定 的 ， 从 而 得 到 一 个 好 的 图 像 分 划 ， 实 现 高 比例 的 数据 压缩 。 

在 这 个 过 程 中 ， 不仅 要 维护 图 像 分 划 ， 而 且 也 要 维护 与 之 对 应 
的 分 形 码 字 ， 在 每 一 次 合并 之 后 ， 都 会 得 到 一 组 新 的 分 形 码 字 ， 当 
然 ， 这 个 分 形 码 字 是 在 通过 针对 合并 后 的 子 块 重新 进行 标准 的 分 形 
图 像 压 缩 过 程 得 到 的 ， 略 有 不 同 的 是 ， 对 合并 后 的 子 块 ， 其 父 块 我 
们 只 在 原来 的 两 个 子 块 所 对 应 的 父 块 中 选取 。 每 一 次 合并 需要 修改 
的 数据 如 下 : 

CD 分 划 : 一 个 相互 不 重合 的 区 块 集合 ， 该 集合 覆盖 整个 图 像 ; 
每 一 个 区 块 包含 相 邻 的 一 些 原 子 块 的 集合 ; 

(2) 对 分 划 的 每 一 个 区 块 ， 

a. 一 个 码 书 列表 :到 …R&ai 

b. 每 一 个 码 书 的 优化 参数 : rot(8 种 变换 之 一 的 编号 ) domain 
《相应 的 父 块 位 置 )，t( 对 比 度 参数 )，o( 亮 度 参 数 )。 

算法 也 从 如 下 初始 设置 开始 : 

(1) 通过 将 图 像 分 割 成 为 原子 块 而 得 到 的 分 划 ， 

(2) 对 每 一 个 子 块 (原子 块 ): 码 书 列表 : hook 及 其 优化 参数 
rot (8 种 变换 之 一 的 编号 ),domain( 相 应 的 父 块 位置 )，i (对比 度 参 
数 ) ，o( 亮 度 参 数 ) 。 

(3) 计算 每 个 相 邻 子 块 合 并 后 所 产生 的 误差 。 

在 经 过 初始 化 过 程 之 后 ， 我 们 开始 合并 相 邻 的 子 块 ， 为 了 得 到 
与 合并 后 区 域 相 对 应 的 父 块 ， 我 们 只 考虑 在 合并 前 两 个 子 块 对 应 的 
父 块 列表 。 当 然 ， 为 了 与 新 的 子 块 相 匹配 ， 父 块 必 须 相 应 地 扩大 。 
在 我 们 得 到 的 2d 个 码 书 中 ， 我 们 仅 保存 好 的 a 个 码 书 及 其 对 应 的 参 
数 ，rot(8 种 变换 之 一 的 编号 )，domain( 相 应 的 父 块 位 置 )，t( 对 比 
度 参 数 ) ，o( 亮 度 参 数 ) 。 

这 种 每 步 选择 两 个 子 块 合并 的 策略 是 无 休止 的 。 整 个 迭代 过 程 
以 低压 缩 比 和 低 失 真 开 始 ， 每 一 次 迭代 之 后 得 到 的 分 划 都 会 减少 一 
个 区 块 ， 从 而 ， 压 缩 比 在 每 一 次 迭代 之 后 都 会 得 到 提高 ， 而 数据 失 
真 都 会 有 所 增加 ， 当 我 们 要 求 的 压缩 比 得 到 满足 或 者 是 失真 限 达 到 
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之 后 ， 系 统 终 止 运行 。 

压缩 完毕 ， 将 压缩 过 程 中 得 到 的 压缩 编码 输出 到 编码 文件 中 ， 
在 输出 参数 的 时 候 ， 我 们 为 了 提高 磁盘 空间 的 利用 率 ， 进 一 步 提高 
图 像 的 压缩 比 ， 考 虑 到 对 比 度 参 数 和 亮度 参数 都 是 浮 点 数 ， 所 以 可 
以 只 输出 它们 的 有 效 位 数 数据 即 可 ， 对 解码 影响 不 大 的 尾数 我 们 采 
取舍 去 的 策略 进行 处 理 ， 输 出 文件 需要 保存 的 数据 如 下 : 

(1) 文件 标志 ; 

(2) 原始 图 像 信息 ( 宽 、 高 、 颜 色 ( 深 度 )); 

(3) 压缩 参数 信息 (原子 块 宽度 、 存 储 对 比 度 参数 和 亮度 参数 的 
位 数 及 编码 子 抉 数 ); 

(4) 图 像 分 划 信 息 ( 每 一 子 块 所 包含 的 原子 块 的 位 置 ); 

O 每 一 子 块 的 编码 参数 (对 比 度 参数 、 亮 度 参 数 、 变 换 参 数 及 
父 块 位 置 ); 

图 像 的 解码 过 程 与 标准 的 分 形 图 像 解 码 过 程 相 同 ， 按 公式 

z=t,z Fo, 

迭代 得 到 。 

在 整个 编码 过 程 中 ， 其 算法 的 核心 部 分 是 子 块 之 间 的 合并 ， 这 
种 合并 的 主要 算法 如 下 : 

(D 选择 出 进行 合并 最 好 的 两 个 子 块 ; 

(2) 重新 设置 合并 后 新 子 块 的 位 置 等 辅助 信息 ; 

(3) 重新 计算 合并 后 子 块 的 优化 参数 ， 

(4) 重新 计算 相 邻 子 块 合并 后 误差 并 进行 排序 ; 

(5) 产生 新 的 图 像 分 划 。 

第 1 步 选 择 的 依据 在 于 上 一 次 合并 中 第 4 步 重新 计算 的 合并 相 
邻 子 块 产生 的 误差 ， 为 了 使 下 一 次 合并 得 以 快速 的 进行 ， 在 每 一 次 
计算 合并 误差 之 后 都 要 对 得 到 的 误差 列表 进行 排序 ， 但 实际 上 在 这 
个 误差 列表 中 绝 大 部 分 的 数据 项 (没有 涉及 到 本 次 合并 及 与 本 次 合并 
的 子 块 不 相 邻 的 子 块 之 间 的 合并 误差 项 ?是 没有 变动 的 ， 这 就 是 说 ， 
每 一 次 进行 排序 并 不 是 要 对 整个 列表 进行 排序 ， 而 只 是 对 其 中 的 较 
少 的 数据 项 进行 重新 排序 。 这 样 ， 每 次 用 在 排序 上 的 时 间 是 不 多 的 ， 
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而 这 又 正好 保证 了 下 次 合并 快速 、 顺 利 地 进行 。 

第 2 步 中 涉及 到 的 辅助 信息 是 为 我 们 编码 过 程 中 使 用 的 一 些 附 
加 的 信息 ， 而 这 些 辅助 信息 在 最 终 迭 代 完 成 之 后 不 需要 保存 到 编码 
文件 中 。 

在 第 3 步 中 ， 重 新 计算 合并 后 子 块 的 编码 参数 时 ， 我 们 在 搜索 
其 对 应 的 父 块 的 过 程 中 ， 我 们 不 必 重 新 在 父 块 库 中 进行 搜索 ， 而 只 
需要 在 原来 对 应 的 两 个 子 块 码 书 列表 中 的 相应 父 块 中 去 搜索 ， 这 又 
大 大 地 节约 了 编码 的 时 间 。 


5. 与 向 量 量化 的 混合 优化 方法 


向 量 量 化 YQ(Vector Quantization 是 数字 信和 号 分 析 与 处 理 的 重 
要 技术 ， 在 众多 领域 包括 数字 图 像 压缩 ， 有 着 广泛 的 应 用 。 向 量 量 
化 的 定义 如 下 ，; 

定义 10.5 EMH. Q: R'—C, 其 中 RR 是 HE Euclid 
空间 。 

C={y, yis ns yya) s » ER, i ET ={0, 1, «+, N—1} 
则 称 Q 是 尺寸 为 N Oh 维 向 量 量化 器 ， 也 就 是 从 R 到 包含 N 个 输 
出 ( 重 构 ) 点 的 有 限 集合 C 的 映射 。 集 合 C 称 为 码 书 ，C 的 N 个 元 素 
称 为 码 字 。 

向 量 量化 的 基本 原理 是 ， 对 于 一 个 输入 向 量 ， 编 码 时 用 码 书 中 
与 之 最 匹配 的 码 字 的 索引 来 代替 ， 并 进行 传输 和 存储 。 解 码 时 就 该 
索引 值 对 码 书 查 表 操作 即 可 。 因 此 一 个 向 量 量化 器 可 分 为 编码 器 和 
解码 器 两 部 分 ， 编 码 器 EE 是 从 R^ 到 索引 集 卫 的 映射 解码 器 D 是 
从 下 到 码 书 C MRA. E: Ror, D: C. E tics: 

Ly» p=0, l, c. T; 旋转 一 反射 交换 ，; 

At, 4 27 x 2^. 的 图 像 块 通过 邻近 的 四 个 像素 求 平均 ， 变 成 
DOXTCBE: 

C, =A} (LsD,); 

e(R, D: R 和 DD 的 最 小 均 方 误差 ; 

C,: 第 T 个 聚 类 中 心 ; 
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np: H DIB; 

ne: 聚 类 中 心 的 数目 ; 

nemas: 四 叉 树 上 最 大 分 块 的 子 块 的 数目 ; 

ny: 尺寸 为 2 X2 的 父 块 的 数目 。 

在 图 像 压 缩 中 ， 若 将 分 块 图 像 按 逐 行 ， 同 一 行 中 再 按 逐 列 的 顺 
序 ， 将 像素 的 灰 度 值 排 成 向 量 ， 则 该 向 量 构成 输入 向 量 ， 经 过 编 解 
码 后 的 输出 向 量 再 按 以 上 的 相反 过 程 构成 解压 图 像 。 采 用 传统 的 VQ 
方法 进行 图 像 压 缩 ， 理 论 上 可 以 取得 较 好 的 压缩 率 和 误差 性 能 ， 但 
这 是 以 编码 的 高 度 复杂 性 和 资源 的 巨大 占用 为 代价 的 ， 实 际 上 往往 
不 可 取 。 有 目前 使 用 较 多 的 是 一 种 特殊 的 乘积 码 向 量 量化 器 ， 即 分 离 
均值 /形状 -增益 向 量 量化 器 (MRSG-VQ) 。 

事实 上 ， 分 形 图 像 压 缩 方案 和 VQ, CHE MRSG-VQ 之 间 存 
在 着 极其 相似 的 地 方 ， 有 所 不 同 的 是 ,在 VQ 中 ， 所 用 的 码 本 是 从 
一 组 训练 图 像 得 到 的 固定 码 本 ， 而 分 形 方 法 中 ， 码 本 来 自 于 待 编 码 
图 像 自身 ， 是 自 适 应 的 。 因 此 ， 将 两 者 结合 起 来 编码 是 可 行 的 。 

如 前 所 述 ， 向 量 量化 的 编码 要 用 到 育 类 算法 。 通 常 有 两 种 方案 : 

(1) Fisher 的 基于 灰 度 均值 分 类 方案 。 

4 B 表示 图 像 块 库 中 的 一 个 2*X2" 一 m Ek, EB 分割 成 左上 、 
右上 、 左 下 、 右 下 四 个 子 块 ，B; Bo, Bs, Bor WERA, B i= 
1，2，3，4 记 子 块 的 向 量 值 。 令 pmo Var, WR i 个子 块 的 均值 和 方 
差 ， 则 


pL. D. Var, =B., B) 


tH, (+, to BRAR, R y, 分 布 情况 可 将 图 像 块 分 为 3 个 
主 类 ， 

FRI]: nuu 

ER 2: mu. 

主 类 3: m 2p Z p Tu 
那么 ， 任 一 子 块 或 父 块 ， 经 “旋转 一 反射 ”变换 总 可 以 使 其 属于 3 
个 主 类 之 一 。 若 再 根据 Var 的 分 布 情况 ， 则 每 个 主 类 又 可 以 区 分 出 
24 个 副 类 。 故 对 每 一 个 B 总 共有 3X24 一 72 类 。 
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(2) 依 距 离 的 聚 类 分 类 方案 。 
如 何 求 最 小 方差 eCR，C,.,) 的 问题 ， 相 当 于 找 与 $C(R) 最 接近 的 
$CC,,,)， 将 $CR) 称 作为 R 的 距离 特征 向 量 ， 定 义 如 下 : 


定义 10.6 n2, 一 万 1, «+, DER", E=span(e), 
n 


E+! 表示 已 的 正 交 补 空间 ， 令 Pro 4d: E 到 E+ 的 投影 算 子 ， 
P: R"\ ,定义 规范 化 正 交 投 影 算 子 $: PES, 


., Proj(x) _ eA» oe 
FOTP | Pa tar eye 
则 OC) PRAE ac 的 距离 特征 向 量 。 


基于 这 样 的 思想 ， 在 图 像 编 码 块 匹配 过 程 中 ， 可 以 将 整个 Eu- 
clid 空间 进行 聚 类 划分 ， 并 以 每 个 聚 类 的 中 心 6， i 二 1，2，…， nn 
作为 该 聚 类 的 代表 ， 对 每 个 待 匹配 的 子 块 RR 只 搜索 比较 父 块 库 中 
特征 向 量 与 属于 同一 个 聚 类 的 C,。， 因 为 同一 聚 类 的 特征 向 量 之 间 
的 距离 较 不 同 素 类 之 间 往 往 更 接近 。 

但 这 种 做 法 ， 在 对 父 块 库 中 各 块 的 聚 类 特征 向 量 进行 聚 类 分 类 
的 时 候 ， 考 虑 的 是 所 有 2X8 no 个 父 块 ， 这 既 耗 时 也 占用 资源 ， 为 了 
减少 待 分 类 父 块 的 数目 ， 可 以 结合 依 均值 方差 分 类 的 方法 ， 其 基本 
思想 是 搜索 R 的 匹配 块 时 ， 只 在 主 类 范围 内 搜索 与 R 同一 聚 类 的 
gH. 

在 实际 编码 时 ， 我 们 往往 采用 四 又 树 的 方案 。 当 深度 较 小 时 ， 
图 像 分 块 较 大 ， 则 其 特征 向 量 的 维 数 也 很 高 ， 无 法 计算 。 因 此 在 处 
理 时 ， 要 将 分 块 先 降 维 ( 例 如 降 到 Ri 空间 中 )， 再 进行 搜索 ， 确 定 候 
选 匹 配 块 ， 最 后 再 升 维 恢复 到 原始 尺寸 计算 最 小 二 乘 误差 ， 确 定 最 
佳 匹 配 块 。 

在 聚 类 分 类 算法 中 ， 一 个 关键 的 问题 是 聚 类 中 心 如 何 设计 。 从 
VQ 角度 看 ， 这 是 一 个 码 书 设计 的 问题 ， 可 以 采用 自 组 织 映射 的 有 效 
方法 。 

下 面 分 析 分 形 与 VQ 结合 的 混合 方法 。 

可 以 看 出 ， 码 书 的 尺寸 越 大 ， 则 用 VQ 方法 可 以 获得 的 图 像 质 
量 越 好 ， 但 所 需 的 bit 数 和 花费 的 时 间 也 越 大 。 事 实 上 ， 码 书 只 需 有 
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限 的 尺寸 就 可 获得 不 错 的 解压 图 像 ， 这 种 尺寸 N 一 般 比 父 块 库 中 父 
块 的 数目 No 小 很 多 ， 因 此 ， 用 VQ 方法 就 比分 形 方法 节约 比特 数 。 
同时 ， 用 VQ 所 需 的 编 解码 时 间 也 更 少 ， 解 码 时 间 降 低 是 因为 只 要 
一 次 迭代 过 程 就 行 了 。 

但 从 另 一 方面 看 ， 分 形 方法 可 以 弥补 VQ 方法 因 码 字 较 少 引 起 
的 误差 增 大 缺陷 ， 而 且 对 有 些 图 像 块 ， 比 如 边缘 尖锐 的 图 像 块 ， 用 
分 形 方法 得 到 的 图 像 质量 要 比 VQ 好 得 多 。 为 综合 考虑 图 像 压 缩 的 
压缩 率 和 信 噪 比 指标 ， 有 必要 将 两 者 结合 起 来 。 

TERI BUEN, CARTE SE HC PRR. FR 
MIERT R, Ware 上 LaR) 所 属 聚 类 的 中 心 cCR) = LRR). 

若 用 CCR) 来 近似 尺 ， 计 算 最 小 均 方 误差 min || LeR — G* 
cQOto* li, 将 得 到 的 c, o Ek, HAEE rR), aR, E 
新 计算 误差 

d(R, i(R), oCR)c(R), Lg! CR 
= || R- (GR)LE! GOcGO -Fo(Q * DI, 

这 是 采用 MRSG -VQ 方法 编码 ，RAt(R)LE'(R)c(R) 十 
5 (CR)。1; 若 采用 分 形 方法 编码 ， 则 按照 前 述 的 聚 类 分 类 方案 在 
(f ($C(Lk，R)),， R=1, 2°, q 里 搜索 R BE UU RO EE DCR), F 
Bb t, ot, 0, 得 Ret (OO Lg Low 十 oCR)。1。 混 合算 法 要 求 
按照 某 种 准则 来 确定 编码 R 的 方法 。 

混合 算法 中 需要 记录 的 主要 数据 包括 : 

指示 所 用 的 方法 是 分 形 还 是 VQ ; 

FHR REE: 

cCR) 的 索引 值 或 DOO BS hr E s 

对 比 度 因 子 :CR) 和 亮度 因子 oR); 

四 叉 树 的 深度 ，; 

“旋转 一 反射 ”变换 的 标号 。 

在 混合 算法 中 ， 若 对 比 度 因子 1 为 零 ， 则 R 的 位 置 、c(R) 或 
D(CR) 的 位 置 都 不 必 存 储 ， 而 且 误 差 形式 也 将 变 为 eR 一 。，1e‖;， 所 
需 的 bit 数 与 t 不 为 零 时 有 较 大 差别 ， 有 必要 单独 分 离 出 来 看 作 分 
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形 、VQ 以 外 的 第 三 种 方法 ， 称 作 均 值 方法 。 

最 后 就 可 以 按照 目标 函数 最 优化 的 准则 来 确定 编码 方法 了 ， 优 
化 的 过 程 可 以 是 一 种 先 横 向 再 纵向 优化 的 交错 方案 。 这 里 略 去 不 
讲 。 


总 的 算法 描述 : 

(1) 预 处 理 。 

设 np 表示 尺寸 为 2X2! 的 父 块 D; 的 数目 ， 对 于 每 个 
Di, j=1, 2, vt ny, 098, t a. 


Cio 降 维 ， C =A; At A, (LoD,); 
Ci) 确定 COIR. 
(2) 对 四 又 树 结构 上 每 个 2*X2" PIRR, n€ G2, 3, tts sud 
Cio E, P" —ALALCALXLes; 
Ci) 确定 与 AC 7) 邻近 的 qg 个 聚 类 ($87)), i=1, 2, s qs 
其 中 $C BR EAS B UDA crs 
Clio 分 别 对 R" 用 升 维 后 的 BETT VQ HTB. FASO"), 
i=1, 2, =e, q 中 的 最 佳 匹配 父 块 进行 分 形 编码 和 按 均值 编码 ， 再 
解 优化 问题 和 填充 四 叉 树 结构 。 
(3) 对 步骤 (2) 中 获得 的 四 叉 树 结构 纵向 优化 。 
Loop n=2 to nmx—l1 
Loop j=1 to Næ 
优化 R 和 子 结 点 RIT, i=l, 2, 3, 4, 
其 中 Ne 为 尺寸 2"X2" 的 子 块 的 数目 。 
这 种 方法 的 灰色 图 像 压缩 效果 与 前 述 自 适应 合并 法 效果 差不多 。 
彩色 图 像 则 不 如 合并 法 。 但 这 种 方法 编制 的 程序 规模 比 合并 法 有 显 
著 地 减少 且 计 算 时 间 短 


10.4 Fractal for Windows 软件 
本 节 介 绍 分 形 几 何 的 一 套 软件 ， 它 可 以 显示 许多 美妙 的 数学 分 


形 图 案 。 这 些 软件 都 是 由 研究 分 形 的 人 主动 贡献 出 来 的 。1992 年 
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Tim Wegner 等 人 利用 Window 作为 计算 机 开发 平台 ， 将 这 些 软件 加 
以 汇集 而 成 的 。“Fractal for Windows” 软 件 装 在 一 块 3.5 英寸 的 磁 
盘 中 ， 并 附 有 基本 的 说 明 ， 更 详细 的 介绍 可 以 看 Tin Wegner 等 编 的 
书 《Fractals for Windows) (Waite Group Press, 1992), 

假定 你 有 一 台 计 算 机 ， 并 装 有 Windows 平台 ， 不 妨 试 着 运行 这 
套 软 件 ， 把 Fractals for Windowsr 的 磁盘 插入 计算 机 的 3.5 英寸 磁 
盘 驱 动 器 (假定 称 之 为 A 驱动 器 ) 。 首 先 ， 打 开 计 算 机 的 Windows 程 
序 ， 在 “程序 管理 器 ”的 “文件 ”菜单 中 ， 单 击 “ 运 行 ” 命 令 ， 然 
后 输入 : 

A: \ INSTALL 回 车 

Fractals for Windows 的 全 部 程序 将 自动 安装 进 计 算 机 。 安 装 完 
成 ， 显 示 屏 会 出 现 INSTALL SUCCEEDED 字样 ， 再 次 回 车 后 ， 安 
装 工作 就 全 部 结束 了 ， 这 时 ， 在 Windows 的 桌面 上 ， 出 现 了 图 10. 7 
的 图 标 。 


Wintract 


图 10.7 Windows 桌面 上 的 Winfract 图 标 
用 鼠标 左 键 双 击 这 个 图 标 ， 就 可 以 运行 Fractal for Windows 软件 中 的 程序 


每 次 运行 分 形 软件 时 ， 只 需 用 鼠标 在 Winfract 上 双击 即 可 。 就 
和 Windows 中 运行 “ 主 群 组 ”“ 附 件 ” 等 应 用 程序 一 样 。 这 时 ， 你 
可 以 从 软盘 驱动 器 中 取出 Fractals for Windows 的 软盘 了 。 
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双击 Windows 桌面 上 的 Winfract 图 标 后 ，Fractint for Windows 
就 被 打开 了 。 如 图 (10. 8) 所 示 ， 它 一 共有 5 个 菜单 。 


图 Fractint for Windows - Vers 17.50 | ~ | ~ 上 
File Fractals View Colors Help | 


图 10.8  Fractint for Windows 的 图 窗 
图 窗 包括 5 个 菜单 ， 图 窗 中 的 图 面 是 Mandelbrot 的 分 形 图 形 


“文件 (File)” 及 其 下 拉 菜 单 可 以 用 来 存储 、 打 印 、 拷 贝 分 形 图 
形 ， 还 可 以 用 来 调 正 分 形 产 生 的 模型 参数 ， 并 可 以 由 二 维 分 形 图 形 
ERZEKE. “DÆ Fractals)” XAP, FA 78 种 由 各 志愿 者 
贡献 的 分 形 图 形 ， 你 可 以 任意 选 看 各 种 图 形 ， 并 调整 模型 的 参数 。 
下 拉 菜 单 “3D Params” 可 以 对 分 形 图 形 进行 旋转 、 平 移 等 各 种 运 
动 ， 下 拉 菜 单 “Starfield” 可 以 改变 图 形 的 背景 。 “PA CView)” X 
单 可 以 设 定 产生 分 形 图 形 的 大 小 ， 可 以 对 产生 的 分 形 图 形 进行 任意 
的 放大 和 缩小 。 例 如 下 拉 菜 单 “Zoom In Box” 具 有 放大 镜 的 功能 ， 
单 击 启动 这 个 功能 后 ， 鼠 标 箭 头 所 指 之 处 ， 代 表 了 放大 镜 的 中 心 位 
置 ， 按 住 鼠 标 左 键 不 放 ， 由 中 心 位 置 向 外 移动 ， 屏 幕 上 会 出 现 一 个 
长 方 框 ， 这 个 长 方形 框 内 的 图 形 将 会 被 放大 ， 该 长 方形 越 小， 表示 
放大 倍数 越 大 ， 松 开 左 键 后 ， 长 方形 框 的 大 小 就 固定 了 。 这 样 ， 放 
大 镜 的 放大 倍数 就 被 确定 了 ， 你 还 可 以 再 次 按 下 鼠标 左 键 不 放 ， 拖 
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着 这 个 长 方形 的 框 移动 到 你 感 兴趣 的 部 位 ， 于 是 可 以 选择 图 形 中 任 
何 一 个 需要 放大 的 部 位 。 最 后 ， 在 长 方形 框 内 任何 位 置 ， 用 鼠标 左 
键 双击 ， 该 框 内 的 图 形 就 被 放大 了 ， 这 种 放大 可 以 无 限 次 地 进行 下 
去 (图 10. 9) 。 其 他 另外 两 个 菜单 “颜色 (Colors)” 和 “帮助 CHelp)” 


图 10.9 对 原始 的 Mandelbrot 图 形 中 的 小 长 方 框框 内 的 图 形 
进行 不 断 的 放大 ， 每 个 图 形 给 出 了 2 次 放大 后 的 结果 
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的 用 法 和 Windows 中 常用 的 菜单 一 样 ， 这 里 就 不 多 介绍 了 。 

下 面 举 几 个 例子 来 说 明 这 套 软件 的 应 用 。 

例 Mandelbrot 集合 

为 了 说 清楚 什么 是 Mandelbrot 集合 ， 以 及 如 何在 计算 机 上 显示 
它 ， 这 里 分 几 方 面 逐 步 予 以 介绍 。 

复数 和 复 平面 

在 图 10. 10 复 平 面 x 一 yi 上 有 复数 Z, 

Z=atiy 


图 10.10 复数 Z 和 复 平面 


TA. ZERK O 的 距离 ~ 是， 


r= (Gi y y? (10. 9) 
Mandelbrot 集合 
现在 考虑 一 个 变换 
Zn =Z +C (10. 10) 


式 中 C 是 复 平面 中 任意 一 点 C 的 复数 坐标 。 我 们 以 原点 O 为 中 心 ， 半 

径 2 画 一 大 加 R， 显然 ， 在 RR 内 有 无 数 多 个 点 ， 按 上 面 的 公式 (10. 10) 

取 2 二 0。 计算 出 Zis 计算 出 Zi: 依次 类 推 。 于 是 得 到 一 连 串 的 点 Zp» 
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Lis Z5 ey my t’ 不 妨 称 2 — Z. ZSZ 0 — Z, ee e a 
RA Z— C 变换 的 轨迹 。Z 是 第 nn 次 迭代 所 得 到 的 轨迹 上 的 一 点 ， 
它 距 原点 的 距离 是 |Z|。 下 面 ( 表 10.2) 给 出 Z; — 0. Al C=0. 37+ 
0. 40 i 的 两 种 迭代 的 具体 情况 。 实 际 上 ， 进 行 多 次 欠 代 后 ， 会 出 现 两 种 
情况 : 


表 10.2 Zm =Z tC RERA 
Z =Z +0. 37 +0. 4D Z1 =Z 4- C0. 37+0. 20i) 


K ER 距 原 点 的 距离 ELEM 313 距 原 点 的 距离 
i 一 004-0.00i | Z, | =0. 00 


2 


0.37--0.20i | Z, | =0. 42 
0. 47+0. 35i | Z, | =0. 58 
0. 47+0. 531 | Z, | =0.71 
0. 31+0. 69i | Z, | =0.76 

—0. 01 +0. 63i | Z, | =0. 63 


0. 35 十 0. 48i | Zo | =0. 59 
0. 26 十 0.541 | Zə | =0. 60 
0. 15 十 0. 48i | Za | =0. 51 
0. 16+0. 35i | Z4 | =0. 38 
0. 


28+0. 31i | Zio | =0. 42 


CD 无 限 次 迭代 后 ( 表 中 对 于 C=0. 37 十 0. 201 的 情况 ， 已 给 出 了 
100 EIC ZERO, MZ, 开始 的 变换 轨迹 始终 落 在 尺 一 2 的 圆圈 之 
内 ， 我 们 把 这 些 起 始点 用 黑 颜 色 表示 (图 10.11); 

OC) 由 乙 =C 出 发 ， 和 迭代 若干 次 后 ， 变 换 轨 迹 跑 出 了 R—2 的 大 
圆圈 ， 我 们 把 这 些 起 始点 用 白色 表示 。 并 把 跑 出 大 圆 前 的 最 后 一 次 
和 迭代 次 数 称 之 为 逃 揭 时 间 (escape-time)， 在 表 10.2 中 C=0. 37+ 
0. 201 对 应 的 Zo 点 就 应 是 白色 的 点 ， 该 点 的 逃逸 时 间 是 11， 因 为 第 
12 次 迭代 时 ，21; 跑 到 了 RAB ZS. 

我 们 把 尺 圆 内 的 所 有 黑色 点 (当然 是 无 限 多 个 点 ) 的 集合 就 叫做 
Mandelbrot 集合 。 
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图 10.11 Mandelbrot 集 的 图 形 显 示 
取 一 个 复数 ， 平方 ， 加 上 原来 的 数 ; 再 平方 ， 再 加 上 原来 的 数 ，……… ， 如 此 一 
次 又 一 次 地 继续 下 去 。 如 果 最 后 的 结果 在 复 平面 上 R=2 的 圆 外 ， 则 将 初始 的 
复数 代表 的 点 涂 成 白色 ; 如 果 最 后 的 结果 在 R=2 的 圆 内 ， 则 点 为 黑色 。 所 有 
黑色 的 点 构成 了 Mandelbrot 集 


彩色 和 三 维 显示 

Mandelbrot 集合 。 不 仅 可 以 用 黑色 图 形 ( 如 图 10. 11) 来 表示 ， 而 且 
还 可 以 用 彩色 图 和 三 维 图 来 显示 。 在 RR 圆 内 有 无 数 多 个 点 ， 我 们 可 以 
按 各 点 进行 Za = Z? HOC 变换 时 的 逃逸 时 间 来 赋予 各 点 以 颜色 或 高 度 
数值 。 例 如 ， 设 定 那 些 不 逃逸 的 点 ( 即 Mandelbrot 集合 中 的 点 ) 为 蓝 颜 
色 和 高 度数 值 为 1， 设 定 那些 很 快 逃 逸 的 点 ( 即 逃 逸 时 间 很 短 的 点 ) 为 
红颜 色 并 令 其 高 度数 值 为 0， 对 于 各 种 不 同 逃 逸 时 间 的 点 赋予 不 同 的 
值 ， 于 是 可 以 得 到 彩色 或 三 维 Mandelbrot 集合 的 图 形 。 
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复杂 性 

Mandelbrot 集合 在 人 们 面前 呈现 精美 图 案 的 同时 ， 也 不 遗 余 力 
地 展开 了 它 的 复杂 性 。 生 成 Mandelbrot 集合 图 形 的 过 程 是 跨越 了 越 
来 越 精细 的 尺度 的 一 次 旅行 ,集合 的 细微 结构 不 断 增加 ， 它 的 类 似 
于 海岸 线 的 边缘 划 成 许多 海马 尾巴 和 小 岛屿 ， 与 整个 集合 相似 ， 从 
最 后 的 结构 看 ， 每 个 方面 约 放 大 100 WA. FA Mandelbrot 本 人 的 话 
说 ， 它 是 一 个 “魔鬼 聚合 体 ”， 但 无 疑 它 是 一 幅 奇 妙 无 穷 的 微型 画 ， 
其 中 每 一 个 新 的 更 细小 的 部 分 都 反映 了 微型 画 的 全 貌 。 

利用 计算 软件 中 的 Mande. GIF,， 读 者 可 以 通过 多 次 放大 和 缩小 
Mandelbrot 集 的 图 形 ( 图 10. 12)， 来 仔细 研究 它 的 细节 ， 就 可 以 亲 
身体 会 到 它 的 精妙 之 处 了 。 曾 有 一 位 20 世纪 90 年 代 最 受 欢 迎 的 科 
普 畅 销 书 作家 在 了 解 了 这 个 集合 的 图 形 后 ， 把 它 称 作 “数学 中 最 复 
杂 的 研究 对 象 ”。 


图 10. 12 Mandelbrot 集合 图 形 
Mandelbrot 集合 是 非常 复杂 的 ， 它 包含 了 无 限 多 个 层次 ， 具 有 千变万化 的 形态 ， 
它 可 以 用 作 湖泊 、 海 洋 线 的 数学 模拟 ， 它 也 可 以 用 作 数 据 压缩 的 模型 ， 数 学 家 们 

称 该 集合 中 有 研究 不 完 的 问题 
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由 一 个 十 分 简单 的 变换 公式 ， 得 到 了 如 此 复杂 的 分 形 图 形 ， 这 
其 中 的 关键 因素 何在 ?许多 人 认为 ， 在 复杂 性 的 形成 方面 ， 除 了 非 
线性 的 变换 公式 和 演化 规则 外 ， 无 数 次 的 变换 和 长 期 的 演化 ， 也 起 
了 极为 重要 的 作用 。 这 就 又 回 到 了 本 书 第 二 章 的 主题 。 

例 2 ^r X (bifurcation) 

在 描述 人 口 增长 的 模型 中 ， 有 一 著名 的 变换 公式 : 

x =x+rs(1— zx) 

这 个 公式 最 早 是 May(1976) 在 研究 昆虫 数目 变化 时 提出 来 的 ， 公 式 
中 的 过 变化 范围 从 0 一 1， 表 示 总 人 口中 某 一 部 分 人 所 占 的 比例 。 横 
bh 二 是 表示 人 口 增长 率 (growth rate) 。 在 图 10. 13 的 范围 是 从 1. 9— 
3.0。 人 口 数 目的 变化 在 圈 中 用 纵 轴 表 示 ， 变 化 范围 从 0 一 1. 34。 


图 10.13 人 口 数 随 人 口 增长 方程 中 参数 的 变化 
而 呈现 周期 变化 的 分 岔 现象 


当 增 长 率 r 值 很 小 时 ， 人 口 数 保持 稳定 。 当 7 逐渐 增 大 到 某 一 
个 值 时 ， 人 口 数 目 会 在 人 口 峰值 和 人 口 低 值 之 间 来 回 变 化 ， 而 且 这 
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种 变化 是 带 有 周期 性 的 ， 即 峰值 一 低 值 一 峰值 ……: ， 这 种 周期 变化 
的 情况 在 图 10. 13 中 表现 为 一 条 曲线 变 为 两 条 曲线 ， 称 之 为 分 贫 现 
象 。 本 程序 之 名 即 由 分 岔 Cbifurcation) 得 来 。 当 增长 率 再 继续 增高 
时 ， 又 一 次 分 岔 出 现 了 ， 两 条 曲线 变 成 IK, HOA, EM 8 条 、 
16 条 等 等 。 为 此 简单 的 人 口 繁衍 的 遗传 密码 (二 次 方程 ) 最 终 却 导 致 
了 混沌 的 产生 。 

在 提供 的 分 岔 程序 中 ， 事 先 已 设 定 了 迭代 次 数 和 最 初 人 口 分 别 为 : 

迭代 次 数 1000 
初始 人 口 0. 66 

读者 有 兴趣 可 以 任意 更 改 上 面 的 设 定 ， 看 其 演变 情况 。 读 者 也 
可 以 利用 程序 中 的 放大 功能 ， 研 究 人 口 演 化 过 程 的 细节 。 

Feigenbaum(1978，1979，1981) 仔 细 研 究 了 May 提出 的 这 
个 人 口 增长 方程 ， 他 发 现 了 一 个 奇妙 的 规律 。 即 每 一 次 分 岔 对 应 
一 个 人 口 增长 率 > 值 ， 而 这 些 * 值 之 差 是 几何 级 数 。 也 就 是 说 ， 
第 二 个 + 值 与 第 一 个 + 值 之 差 正比 于 第 三 个 +r 值 与 第 二 个 7 值 之 
差 ， 如 此 等 等 ， 而 这 些 比 值 都 相等 ,为 4.66920。 分 盆 的 出 现 不 
只 是 越 来 越 快 ， 而 且 以 恒定 速率 越 来 越 快 。Feigenbaum 又 研究 了 
EKER, XKR 4.69920 的 结果 。 二 次 方程 (人 口 方程 ) 与 
正 弱 方程 是 如 此 不 同 ， 而 在 它们 共同 的 底层 却 一 再 重复 
4.699 20! Feigenbaum 这 个 惊人 的 发 现 ， 放 之 一 ao 
无 误 得 到 4. 69920， 这 意味 着 方程 并 不 是 最 要 害 的 一 点 ， 它 们 与 
AARBNEREXRUR IBARRHEUGAAZCREI 
拉 开 了 帷幕 。 翻 腾 的 水 流 ， 摇 动 的 皖 ， 电 子 振荡 器 ， 生 物 的 起 起 
落落 …… 许 许多 多 的 物理 以 及 生态 系统 以 不 同 的 方式 (方程 形式 ) 
通 向 无 穷 分 岔 的 混沌 ， 却 共同 草 藏 着 一 个 普 适 的 规律 性 。Feigen- 
baum 的 工作 指引 人 们 走向 混沌 科学 的 领域 ， 它 唤起 了 规律 性 与 
多 样 性 和 谐 并 存 的 希望 。 

例 3 蕨 类 植物 叶子 

许多 蕨 类 植物 的 叶子 具有 自 相似 性 (图 10. 14)， 从 大 叶片 拆 
下 一 小 叶片 ， 小 叶片 的 形状 与 大 叶片 完全 相似 , 为 了 模拟 这 种 叶 
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图 10.14 蕨 类 植物 叶子 的 自 相 似 性 


F, Michael Barnsley (1986)  Ji& T — Rp; HE. AY f 3X (X PR CR BE 
Ji ik (Iterated Function Systems), ， 简 称 IFS 方 法， 它 的 核心 思想 ， 
就 是 第 二 章 中 介绍 的 数学 变换 方法 ， 生 成 蕨 类 植物 叶子 的 变换 公 


AE: 
We IT 
在 Fractals for Windows 软件 中 ， 上 述 变换 公式 的 缺 省 值 分 别 设 


定 为 : 
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a b : d e f ER 


0.0 0.0 0. 0 0. 16 0. 0 0.0 0. 01 
0. 85 0.04  —0.04 0. 85 0. 0 1.6 0. 85 
0.2 — Q0. 26 0. 23 0. 22 0. 0 1.6 0. 07 
一 0. 15 0. 28 0. 26 0. 24 0. 0 0. 44 0. 07 


有 兴趣 的 读者 可 以 调整 这 些 参数 ， 改 变 其 形状 和 弯曲 的 方向 。 

由 这 个 例子 ， 不 难看 出 ，Barnsley 的 IFS 方法 使 计算 机 从 少量 
的 数据 直接 生成 无 限 细节 的 自然 景物 和 高 度 真实 感 的 复杂 画面 成 为 
可 能 ， 这 就 为 仿真 模拟 技术 的 发 展开 辟 了 新 的 途径 。 


10.5 几 个 生成 典型 分 形 图 形 的 计算 机 算法 


下 面 我 们 给 出 几 个 生成 典型 分 形 图 形 的 计算 机 算法 ， 这 些 算 法 
在 表述 上 较 多 地 借助 了 C 语言 ， 读 者 也 很 容易 用 自己 熟悉 的 其 他 计 
算 机 编程 语言 来 实现 ， 如 Pascal、Basic 等 。 


1. 由 高 斯 白 噪声 积分 产生 的 一 维 布朗 运动 


ALGORITHM WhiteNoiseBM(X, N, seed) 
Title Brownian motion by integration of white Gaussian 
noise 
Arguments X[ ] array of reals of size N 
N size of array X 
seed seed value for random number generator 
Variables i integer 
BEGIN 
X[0]:—0 
InitGauss(seed) 
FOR i:=1 TO N—1 DO 
Xli]. =[i-1]+Gauss( 2)/(N— D 
ENDFOR 
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END 


ALGORITHM InitGauss( seed) 


Title Initialization of random number generators 
Arguments seed seed value for random number generator 
Globals Arand rand ( ) returns values between ( ) and 


Arand,system dependent 

Nrand number of samples of rand( ) to be take in 
Gauss( ) 

GaussAdd real parameter for the linear transforma- 
tion in Gauss( ) 

GaussFac real parameter for the linear transforma- 


tion in Gauss( ) 


Functions stand( ) initialization of system random numbers 
BEGIN 
Nrand; =4 


Arrand; = power(2,31) —1 
GaussAdd: = sqrt(3 * Nrand) 
GaussFac; =2 x GaussAdd/(Nrand x* Arand) 


srand(seed) 


END 


ALGORITHM Gauss( ) 


Title Function retuming Gaussian random number 

Globals Nrand number of samples of rand( ) to be take in Gauss 
C) 
GaussAdd real parameter for the linear trans- 


formation in Gauss( ) 


GaussFac realparameter for the linear trans- 
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Locals sum 
i 
Functions rand( ) 
BECIN 
sum: 一 0 


formation in Gauss( ) 

real 

integer 

system function for random num- 


bers 


FOR i; —1 TO Nrand DO 


sum; — sum rand( ) 


END FOR 


RETURN(C(GaussFac * sum — GaussAdd) 


END 


2. Mandelbrot 集 生成 算法 


ALGORITHM MSetCPM ( Mset, nx, ny, xmin, xman, ymin, ymax, 


maxiter) 


Title Mandelbrot set via Continuous Potential Method ( CPM) 


Arguments MS et[ ][ ] 
nx,ny 
xmin,xmax 


ymin, ymax 


maxiter 
Variables ix,iy 
CX»Ccy 


Functions MSetPot( ) 


BEGIN 


output array of real type,size nx by ny 
image resolution in x-and y-direction 
low and high x-value of image window 
low and high y-value of image window 
aspect ratio of window is; nx by ny 
maximal number of iterations 

integer 

real 


returns potential of a point 


FOR iy=0 TO ny—1 DO 
cy: =ymin+iy * (ymax— ymin) / (ny — 1) 


。 252 。 


FOR ix=0 TO mx 一 1 DO 
cx; — xmin-ct ix * (xmax— xmin)/(nx— 1) 
MSet[ix ][ iy ]: ^ MSetPot(cx, cy , maxiter) 
END FOR 
END BFOR 
END 


ALGORITHM MsSetPot(cx, cy, maxiter) 


Title Function returning potential of a point 
Argumets cx,cy point to be tested 
Maxiter maximal number of iterations 
Variables iter interger 
X,ysX2,y2Z point coordinaters and squares 
temp real scratch variable 
potential real variable, potential 
BEGIN 


X; —CX; X2; =x*y 
y:=cy; y2:—y*y 
iter; —0 
WHILE(iter<maxiter) ANDCx2-- y2«:10000. 0)DO 
temp: —x2— y2-d-cx 
yic2*x*ydcy 
x:temp 
X2:—X*x 
y2:=y*y 
iter; =iter+1 
END WHILE 
IF Citer<(maxiter) THEN 
potential; —0. 5 * log(x2+ y2)/power(2. 0, iter) 
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ELSE 
potential; 0. 0 
END IF 
RETURN(potentiaD 
END 


3. 由 迭代 函数 系 生成 图 像 的 算法 


其 中 w(x，y，7) 即 为 迭代 关系 函数 。 读 者 可 以 选择 自己 感 兴 趣 
的 迭代 关系 进行 试验 ， 如 选择 上 一 节 蕨 类 植物 叶子 的 变换 公式 ， 
a b e 
tlh 
y c djy f 
(7 二 1，2，3，4) 并 按 上 节 给 出 的 参数 a、b、c、d、e、/ 以 及 概率 
值 ， 就 可 生成 图 10.14 所 示 的 茧 类 植物 叶子 。 这 其 实 是 基于 分 形 几 
何 理论 ， 用 计算 机 模拟 自然 景物 的 一 个 最 简单 的 例子 。 
ALGORITHM RenderIFS(x, y, P, num, xmin, xmax, ymin, ymax, I, 


L, M,numcols, seed) 


x xr 


wW, 


Title Image rendering of Iterated Function Systems 
Arguments x.y starting point for iteration 
PE] array of probabilities summing to I[ JL ] 
num total number of iterations 


xmin,xmaxs low and high x-value of image window 


ymin,ymaxs low and high y-value of image window 


IL It J color index output array of size L by M 

L,M image resolution in x-and y-direction 

numcols number of colors to be used 

seed seed value for random number generator 
Varjables k,l,m,n integer 

Imax maximum element in I[ JL | 

sum real number 
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Globals Arand rand( ) returns values between ( ) and 


Arand 
Functions — srand( ) initialization of random numbers 
rand( ) random number generator 
int( ) integer part of argument 
w(x,y,k) returns image of (x,y) under w, 
BEGIN 
srand(seed) 
Imax: =0 


FOR 1=0 TO L—1 DO 
FOR m=0 TO M—1 DO 
I[1][m]: —0 
END FOR 


END FOR 


FOR n=1 TO num DO 


/* choose a map wy * / 


r: — randC )/ Arand 


sum;P[11 
k :一 1 
WHILECsumn<r)DO 

k:=k+1 

sum; —sum--P[k] 

END WHILE 

/* apply the map w, * / 

(x,y):— wCs,y,lO 


IF(x > xmin AND x< xmax AND y> ymin AND y< ymax) 


THEN 


/ * compute indices of pixel * / 


l; =int(L x (x— xmin) / (xmax— xmin)) 


m; — int( M x (y—ymin) /(ymax— ymin)) 
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/x increment counters * / 
I[1][ m]: -If1][ m] 1 
Imax; =max(I[l][m], Imax) 
END IF 
END FOR 
/* compute color values x / 
FOR 1—0 TO L—1—1 DO 
FOR m=0 TO M—IDO 
I[1][ m ]: IT numcols * [I][ m]/(Imax-- 1) 
END FOR 
END FOR 
END 


4. 由 迭代 生成 Julia 集 的 Basic 程序 


ALGORITHM JulialIM( ) 
Title BASIC program to compute Julia sets by inverse iterations 
INPUT "ex,cy" ,cx,cy 
INPUT "x,y ,x,y 
FOR i=1 TO 6000 
Wx= x— cx 
wy=y— cy 
IF wx>0 THEN theta= ATN(Cwy/wx) 
IF wx<0 THEN theta= 3. 14159+ ANT Cwy/ wx) 
IF wx=0 THEN theta=1. 57079 
Theta= theta/2 
r=SQR(wx* wxd- wy" wy) 
IF RND<0. 5 THEN r= SQR(r)ELSE r= —SQR(r) 
x=r* COS(Ctheta) 
y—r' SIN(theta) 
m= —5+(x+4)* 500/8 
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n—(2— y)" 250/4 
CALL MOVETO(m,n) 
CALL LINE(0,0) 
NEXTi 
END 


5. 生成 Cantor 迷宫 的 C 语言 程序 


# include (graphics. hò 
it include (conio. h? 
# include (stdio. hy》 
# include (stdlib. h) 


void starl (int x,int y,int r ); 


void star2 (int x,int y,int r ); 


void main( ) 

{ 
int graphdriver, graphmode,x,y,r; 
graphdriver= DETECT; 
initgraph( & graphdriver, $ graphmode," "); 
setcolor(LIGHTMAGENTA) ; 
starl(160,160,80); 
getch( ); 
star2 (480 ,320,80); 
getch( ); 


void starlCint x,int y,int r) 


{ 
lf(r>0) 
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starl(x—y,ytr,.r/2); 
starl(x-- r, y r,r/2); 
starl(x— r,y—r,r/2); 
starl(x- r,y—r,r/2); 
bar(x—roytr,xtr,y—r); 


} 


void star2(int x,int y,int r) 


{ 


if(r>0) 
{ 
star2(x— y,yd r,r/2); 
star2Cx- ry r,r/2)5; 


star2(x— r,y—r,r/2); 
star2(x-F r,y— r,r/2); 
rectangle(x 一 T,y 十 T,x 十 Try 一 T); 


6. 生成 Lorenz 吸引 子 的 C 语言 程序 


# include(stdio. hy》 
$t include(stdlib. h> 
it include(math. h? 


# define N 10000 
int mainCint argc,char * * argv) 
int 170; 
double x0,y0,20,xl,yl,zl; 
double h=0. 01; 
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double a— 10. 0; 
double b —28. 0; 
double c=8. 0/3. 0; 


x0—0.1; 

yO=0; 

z0—0; 

forGi=0;i<cN;it+){ 
xl=x0th*a* (y0—x0); 
yl=y0+h * (x0 x (b— 20) — y0)2; 
zl=z0t+h * (x0 x yO—c * 20); 
x0= xl; 
yO=yl; 
Z0 一 Z1; 
if(i> 100) 

printf” %d%g%e%e\n' ,i, x0,y0,20); 


纵 观 分 形 几 何 学 的 发 展 道路 ,不 难得 出 这 样 的 结论 : 

CD 分 形 的 研究 离 不 开 计 算 机 。 如 果 不 是 计算 机 图 形 显示 和 和 图 
像 处 理 功能 的 增强 ， 不 能 想像 如 何 才 能 直观 地 看 到 Julia RA Man- 
delbrot 集 的 精细 结构 ， 更 不 能 想像 怎样 可 以 产生 具有 无 限 细节 的 自 
然 景 物 和 高 度 真 实感 的 三 维 动画 。 反 过 来 ， 分 形 理论 与 方法 又 极 大 
地 丰富 了 计算 机 图 形 学 的 内 容 ， 甚 至 分 形 的 思想 会 在 计算 机 科学 的 
发 展 史 上 产生 一 定 的 影响 。 

D 分 形 的 计算 机 生成 ， 有 重大 的 应 用 价值 。 采 用 分 形 生 成 方 
法 ， 可 以 从 少量 的 数据 生成 复杂 的 自然 景物 图 像 ， 这 使 得 人 们 在 模 
拟 仿真 方面 前 进 了 一 大 步 。 如 果 注 意 到 它 的 反问 题 ， 即 从 给 定 的 自 
然 景物 图 像 提 取 少 量 的 数据 形成 原来 图 像 的 代码 ， 那 么 在 数据 压缩 
方面 便 更 有 实用 价值 ， 这 就 是 反问 题 倍 受 重视 的 原因 (Barnsley and 
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Hrue, 1993), 

总 之 ， 当 前 关心 分 形 ， 热 衷 于 分 形 研 究 的 ， 除 了 自然 科学 工作 
者 ， 还 有 不 同 领域 的 工程 技术 人 员 ， 以 及 社会 、 经 济 帮 至 艺术 界 的 
人 士 。 分 形 理论 的 发 展 与 计算 机 技术 相互 促进 ， 使 越 来 越 多 的 人 接 
触 并 深入 到 对 自然 界 复杂 多 样 的 、 奥 秘 的 探索 之 中 。 正 如 美国 物理 
学 家 约 得 ， 惠 勒 所 说 :“ 可 以 相信 ， 明 天 谁 不 能 熟悉 分 形 ， 谁 就 不 能 
被 认为 是 科学 上 的 文化 人 。” 
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习题 参考 答案 


第 一 章 
l. 部 分 以 某 种 形式 与 整体 相似 的 形状 叫做 分 形 ， 如 Koch 曲线 ; 
一 个 几何 对 象 ， 经 过 ! 倍 的 变换 ， 得 到 N 个 原来 的 对 象 ， 则 其 维 数 为 


_lnN 
D= Ind 
如 Koch 曲线 的 分 维 数 为 
一 ln4 
1n3 
in [2Y 
2. (a) D= j5 =0. 6309 L=( ; ) 
_|n3 | /3.Y 
(b D—j55—1. 585 s= ( : ) 
E _(8)" ya (20)" 
(c) D= TS —2. 7268 s-( : ) v- (22) 


把 第 n 十 1 次 变换 的 图 形 放大 1 倍 ， 可 得 到 一 m 个 第 n 次 变换 的 图 形 ， 
根据 分 维 的 定义 ， 则 有 


E InCZ — m) 


D Ini 


ln4 _ in2? 21n2 


3.D—j3 3 Ind 
4、 如 同 松柏 树枝 形状 的 图 形 
_In9_ 
E 
(2) D= t293 
&, p= PN Ins 
inj n3 
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第 二 章 

1. JÆ ih Sierpinski 垫 片 的 图 形 。 

2. 如 温室 效应 ， 使 得 全 球 变 暖 ， 冰 川 消融 ， 并 改变 全 球 环流 。 
3. 过 程 和 原理 都 不 一 样 ， 但 最 终结 果 一 样 。 

4， 略 


第 三 章 
1. 


m [il 


2. 测量 长 度 正比 于 { 立 )，* 为 测量 尺度 ，< 为 测量 对 象 分 维 数 ， 对 于 英国 


海岸 线 ，d 0, MFA, 4-0, 
3. D=1.2 
无 标 度 区 (30，150) 


第 四 章 
1. 不 对 。 
我 们 可 以 用 有 限 的 图 形 表示 出 分 形 图 形 的 一 般 规 律 ， 从 而 表达 无 限 的 意 
思 ， 即 使 不 用 全 部 画 出 来 ， 也 能 让 人 明白 其 中 的 规律 与 含义 。 
2. 不 对 。 
分 维 数 的 大 小 是 物质 的 固有 属性 ， 对 于 某 一 特定 的 物质 ,不管 以 何 种 方 
式 破裂 ， 其 分 维 数 都 一 样 ， 而 且 要 比较 不 同 物体 的 破碎 程度 ， 应 在 相同 
的 标 度 区 范围 内 进行 。 
. 每 年 7 级 地 震 数目 : 0. 3 次 ; 
每 年 6 级 地 震 数 目 : 2 次 
每 年 0 级 地 震 数目 : 113 475 Ks 


CD 


某 地 发 生 7 级 地 震 的 重复 周期 为 400 年 。 
4. Ca) 26" 
cb) p= 28 
t3) 


《 设 原 体积 V 为 1 个 单位 体积 ) 
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5. 上 略 
6. 略 


第 五 章 


2H 
ox i. [sco du 
w 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 
s(w)~w H p=2H+1 

WFR, D—2—H 
WTR. D—3—H 

、 {2@—D)+1=5—2D 
BIB 7 Iota py41—7—2D 
,山脉 与 谷地 的 高 与 宽 之 比 能 够 产生 连续 的 者 指数 频谱 ， 功 率 谱 对 数 与 波 
数 的 对 数 之 间 呈 现 了 很 好 的 线性 关系 。 
根据 8 —2H--1 即 可 求 出 高 一 宽 之 比值 。 
3. 8 —5—2D, B —1, 
所 以 D=2, 
5 与 工 的 关系 : o ~T" 
是 
. OD E; (2) R=] 


1. 


CS 


小 


第 六 章 

1. 多 重 分 形 是 一 个 由 有 限 几 种 或 大 量具 有 不 同 分 形 行为 的 子 集合 到 加 而 组 
成 的 非 均 匀 分 维 分 布 的 奇异 集合 ， 因 此 ， 多 重 分 形 概 念 是 原始 分 形 概念 
对 于 非 均 匀 分 形 的 自然 推广 。 
OD 用 a，f(o) 参 数 表示 的 多 重 分 形 特征 ; 
(2) 用 a. D, 参数 表示 的 多 重 分 形 特征 。 
若 知 道 和 它 的 谱 f(a)， 就 可 以 求 出 Do 反 过 来 ， 若 知 道 D,， 也 可 以 
求 出 a 来 。 


N 
2. 把 P. o~e, N, æ) /中 代入 x, CO 一 SP’ =e" gE€( 一 oo，o0o) 得 : 


X, 一 > goa fo 
@ 
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HF eR, MÆRKAT, E r, 仅 当 ag 一 fla) 取 极 小 值 时 贡献 最 大 ， 由 
于 a 随 g 不 同 而 变化 ， 故 极 小 值 条 件 为 


全 [aq 一 FD) J| eae cy =O 


di 
az Uu fla] | grax co 770 


由 上 面 两 式 经 验 求 出 当 eq— f Co) BUR /] NÉ BT a 的 值 a * (q) 来 。 这 时 X. 可 
以 写成 
ame" PT D) 
得 到 ; 
tq)—=gax (g)— fla*x (gq)) 

D, =H lae" (9) — fla * (9))] 

对 上 式 求 微 商 ， 可 得 : 
a (D= ECG DD 


3. 略 
4. 略 


第 七 章 
1. 设 水 库 的 进 水 流量 为 6(t)， 水 库 向 下 游 排 水 量 的 年 平均 值 为 (8).， 


(6 = LSe» 
XOA t EK eo 5S 4E ES ok d (5, 的 积累 离 差 : 


X(t, O = 2100 — (9) 
RCO = max Xt, D)-— min X (tr) 

R#RAKERAKBKESHA)DEKEZE, b334 153) 3:2. 
2. Bk 
3. 根据 R/S 分 析 有 : 

对 于 百年 一 遇 的 洪水 ， R/S—(00)"; 

对 于 十 年 一 遇 的 洪水 : R/S~(10)"; 

两 式 相 比 ， 可 得 强度 之 比 为 10”。 
4. Kk 
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分 形 及 相关 网 站 


分 形 频 道 http://www. fractal. com. cn 
分 形 探索 http://www. hrbust. edu. cn 
53 E BE Fr http://www. hrbust. edu. cn/xywz/east new/fxzt/ 
$E ER http: / / wvrw. fractal. net. cn 
反 演 集合 数学 论坛 http://mathtr. 808. com 
数学 风景 http://maths. easthome. net 
设计 在 线 http://dol. yeah. nethttp://dol. cn99. com 
电脑 给 画展 http://www, hrb, ihw, com. en/info/show/show, htm 
世界 艺术 网 http://www. allworldarts. net 
中 国 收 藏 网 http;//www. chinese -voices. com/sc 
rh EJ E http://www. potographers. com 
Sext http: //aries. 126. com 
SS X L(t http://primes, yeah. net/ 
数学 风景 http://maths. easthome. net 
PS BY i http: //grwy. online. ha. cn/xcyh 
反 演 集合 数学 论坛 http://mathtr. 8u8. com 
艺术 之 泉 http://art99. 126. com 
Mind -Boggling Fractals http://www. mbfractals. com 
Samplehttp / / bjyysh. 126. com 
Fractal Modeling Tools http://www, shodor. org/master/fractal 
The Fractal Microscopehttp://archive. ncsa. uiuc, edu/Edu/Fractal/Fractal 
Home, html 
Sprott's Fractal Gallery http: //sprott. physics. wisc. edu/ fractals. htm 
Ultra fractal http://www. ultrafractal. com 
Fractal us http://www. Íractaus. com 
The Infinite Fractal Loop http://www. fractalus, com/ifl 
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Fractal Explorer http://www. eclectasy. com/Fractal-Explorer 


Fractal Extreme http://www. cygnus-software. com 

Fractal World http://www. kcsd. k12. pa. us/ — projects/Íractal 
Revista Fractal http://www. fractal. com. mx 

Fractal Domains http://www. fractaldomains. com 

Fractal Recursions http://www. fractal-recursions. com 

Fractal Vibes http://www. fractal-vibes. com 

Fractal Gallery http; //web. pinknet. cz/fractal 

Fractal Software http: //thinks. com/software/fractals, htm 

Fractal Images http://www. softsource. com/ softsource/fractal. html 


Fractal Navigator http://www. ftactal. org 
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